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1. Inleiding

De theorie der distributies is ontwikkeld met de bedoeling een
streng wiskundige grondslag te geven aan bepaalde methoden uit de
physica, en wel in het bijzonder aan het gebruik van zogenaamde
"singuliere functies”.

Het eenvoudigste voorbeeld van zo'n singuliere functie is de
o-functie van Dirac. Deze wordt 'gedefinieerd” door de eisen:
7(x)=0 als x#£0; ‘[+OO F(x)dx=1. Als dan ¢ een continue functie is,
kan men als volgE® redeneren: als x| klein is, dan is @(x) ~ ¢(0);

dus geldt, voor kleine ¢ >0:

+00 +e +e
/ 7(x) ¢(x)ax = [ a(x) ¢ (x)axse(0) [ o(x)ax =
-Q00 - & +o0 -&
= 4(0) / r(x)dx = ¢(0).
-~00

Natuurlijk bestaat er geen functie x— J(x) die voldoet aan
bovengenoemde eisen. Maar de toevoeging ¢ —D(¢) = ¢ (0) die "afgeleid
is" m.b.v. J(x) heeft wel zin; aan iedere functie ¢ uit een zekere
verzameling (hier de verzameling van alle continue functies) wordt
hierdoor een reéel getal toegevoegd. Anders gezegd, D is een reé€le
functionaal; en eventueel zouden we die dan wel kunnen weergeven
met D(¢) = J[+oo #(x) ¢(x)dx, maar dan is dit geen integraal in de
gewone zin,“ﬁ%ar louter een symbolische notatie.
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Beschouw nu eens een locaal integreerbare functie f(x), d.w.z.

een functie die absoluut integreerbaar is over elk begrensd gebied.
Dan bestaat _[ f(x) ¢(x)dx voor iedere continue functie ¢(x) die
in de verte nu is, d.w.z, die nul is buiten een begrensd gebied.
Men schrijft dikwijls (f,¢) voor \/+OO f(x) ¢(x)dx. De toevoeging

¢ — (f, ¢) is dan een functionaal P, voortgebracht door f.

Er zijn dus verschillende soorten van functionalen: bij sommige
functionalen F bestaat een functie f(x) zodanig dat F(¢)=(f,¢); bij
andere functionalen, zoals D, bestaat een dergelijke functie niet:
er is geen functie J(x) waarvoor D=(J, ¢ ). Toch blijkt het moge-
1ijk met een functionaal als D te rekenen, alsof er wel zo'n functie
J (x) bij behoorde. In dit verband spreekt men dan van gegenerali-
seerde functies,

Gelfand en Schilow nocmen gemakshalve een functionaal zoals D
ze&1lf een gegeneraliseerde functie. In deze zin nu zijn ook distri-
butles gegeneraliseerde functies. Ze zijn door L. Schwartz gedefi-
nieerd als een speciaal soort functionalen op een speclale verzame-
ling van functies. Bij sommige distributies F bestaat een puntfunctie
f(x) zodat F(¢)=(f,¢); bij andere bestaat zo'n puntfunctie niet;
maar met allen kan men in allerlei opzichten rekenen alsof er steeds

zo'n functie bij bestaat. Zodoende kunnen dan verschillende begrip-
pen uit de gewone functietheorie worden overgenomen, zoals differen-
tiatie, of convergentie van rijen of reeksen. De definitie van het
begrip distributie is daarbij zo fraai gekozen, dat de analyse in

de verzameling van de distributie aanzienlijk aangenamer trekken
vertoont dan die in de verzameling van de "gewone" functies.

2. De ruimten (C) en (C¥)

Zij ¢(x) een continue functie, gedefinieerd op de k-dimensiona-
le euklidische ruimte Rk. De drager van ¢ is per definitie de klein-
ste gesloten verzameling in Rk, die alle x e RS met ¢ (x)#0 bevat.

Een functie ¢ is dus juist dan nul in de verte, als zijn drager be-
grensd 1s.

Definitie. De verzameling van alle continue ¢ met begrensde drager

in RS heet (C).

De verzameling (C) is een lineaire ruimte: als ¢ e¢(C) en ve(C), en
als a,b re8le getallen zijn, dan is a¢ +by € (C).

We zeggen dat F een lineailr functionaal is op (C), als aan
jedere ¢ e(C) een redel getal F(y) is toegevoegd, zodanig dat voor



alle ¢ , w €(C) en re&le a,b

Flag +by) = aF(¢) + bF(y).

Als F en G beiden lineaire functionalen op (C) zijn, en a,b zijn
re€el, wordt een functionaal aF+bG gedefinieerd door:
(aF+bG)(9) = a.F(¢)+b.G(¢), voor alle ¢e(C). Dan is ook aF+bG een
lineair functionaal.

Als {?r]} een rij in (C) is, zullen we zeggen, dat { @l]} in (C)
convergeert naar ¢ ¢(C), als er een begrensde verzameling K in Rk is,
die de dragers van de ?n alle omvat, terwijl in de tweede plaats

¢, uniform naar ¢ convergeert.
Een lineair functionaal F heet continu, als F(¢n)’*'F(¢) voor

iedere in (C) convergente rij el

Definitie. De verzameling van alle continue lineaire functionalen
op (C) heet (C¥).

Ook de verzameling (C*) is een lineaire ruimte: als Fe(C¥®) en Ge(C*),
en a,b regel, dan is de lineaire functionaal aF+bG weer continu.

Voorbeelden.
1. Voor locaal integreerbare f hebben we gedefinieerd de toevoeging

p— (£, 0) = | £(x) ¢ (x)ax,
Rk
Dit 1is een continue linecaire functionaal op (C), die we gemakshalve
ook wel met f weergeven. Men zegt daarom wel: "(C™) bevat alle locaal

integreerbare functies".

2. De toevoeging ¢ — ¢ (0) is een functionaal uit (C*), die we al

aangegeven hebben met D. In plaats van D(¢) schrijven we ook:
+00

j Y(x) o(x)dx.

-00

3. Als/u een massaverdeling in R, is, dan is de ftoevoeging

k
¢ ~+~[ y(x)q#. een continue lineaire functionaal. Nauwkeuriger ge-
R
k

zegd: 4 1s een ¢ -additieve verzamelingsfunctie, gedefinieerd op

k

alle borelverzamelingen in R™, en met eindige totale variatie op

iedere begrensde borelverzameling. Dan is Jf ¢(x)du inderdaad ge-

definieerd voor alle ¢ e(C). R

Omgekeerd geldt de stelling van Riesz: bij ledere functionaal
Fe(C®) bestaat een ondubbelzinnig bepaalde massaverdeling « , zo-
danig dat, voor alle ¢e(C),
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Inderdaad hoort bijvoorbeeld bij & de massaverdeling u , waarbij
een puntmassa ter waarde 1 is geplaatst in de oorsprong, terwijl
verder rergens massa aanwezig is. Anders uitgedrukt: als Ac:Rk

dan geldt: u(A) = 1 als Oeh; w(h) = 0 als O¢A,

Evenzo hoort bij de functionaal f de massaverdeling w , gedefini-
eerd door wu(A) = Kﬁf(x)dx.

Het is niet zo, dat iedere massaverdeling &« ult een functie f
verkregen kan worden (dit geldt alleen voor absoluut comtinue‘}p).
Bijvoorbeeld is er geen functie f(x) zodanig dat (f,¢)=D(¢)= ¢(0),
voor alle ¢ <(C); want er zou volgen:/k f(x)dx=1, en: £(x)=0 voor
bijna alle x; m.a.w. £(x) zou de J-functie zijn, en die bestaat
niet, als puntfunctie.

3. De ruimten (D) en (D¥)

Definitie. De verzameling van alle ¢e(C), waarvoor alle afgeleiden,
van alle orden, bestaan, heet (D).

Ook (D) is weer een lineaire ruimte, en wel een echte deelruimte
van (C). Een voorbeeld van een ¢ (D), met ¢(x)=0 voor

r= || x|\ = 'Zﬁ xiga a (a>0) is de functie
1=
ag—rg
e voor r< a;
W(a)<x) =
0 voor rz a.

De drager van ?(a) is de bol | x| ¢ a. Evenzo is, voor k 1, de

functie ¢ die gedefinieerd is door ¢ b(x):exp(
3

,b’? X- a )
als a<x<b en ?a, b( ) =0 als x<a of x»b, een element uit (D) met
preciles het 1nterval a<x<b als drager. Verder horen ook de func-

ties { @a’b(x)}q/n (n geheel positief) tot (D).

Definitie., Zij {mn} een rij functies in (D), en zij ¢ e(D). De
rij {_@n} heet convergent in (D), met limiet ¢ , indien

1°, Er is een begrensde verzameling K in Rk, die de dragers
van alle ¢ _ omvat,
n 20
O. De rij - convergeert gelijkmatig naar ¢ ; de rij —;E

convergeerg gelijkmatig naar ~—£—, voor i=1, .é.,kg

de rij —2—fn convergeert gellg%matlg naar ——% _ ; en

X . X, 99X,
CR I 'c) j 1%% 3
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algemeen, als D een parti&le differentiatie van wille-
keurige orde voorstelt: de rij D?n convergeert geliljkmatig
naar Dy .

Voorbeeld. De rij ¢ (x) = % ¢ a)(x) (n=1,2,...) convergeert in

(D) naar de nulfunctie. Maar de rij wyn(x) = V(a)(%) (n=1,2,...)

convergeert weliswaar gelijkmatig naar nul, egenals elke rij van
afgeleiden, maar is toch niet convergent in (D), omdat er geen be-
grensde verzameling K bestaat die alle dragers bevat.

Men merke op, dat er rijen { ¢n} in (D) zijn - zo'n rij ligt
dan zeker in (C) - die wel convergeren in (C), terwijl ze niet con-
vergent zijn in (D). Later zullen we zelfs bewijzen dat iedere

¢ e(C) de limiet in (C) is van een rij {¢,} in (D).

Definitie. Een lineaire functionaal F op (D) heet continu, indien

uit ¢ — ¢ in (D) altijd volgt F(Qn)~ﬁ-F(?), De verzameling van
alle continue lineaire functionalen op (D) heet (D*). De elementen
van (D¥) heten distributies (Schwartz) of gegeneraliseerde functies
(Gelfand en Schilow).

Een distributie is dus een continue lineaire functionaal op (D).

De verzameling (D¥) van alle distributies is weer een lineaire
ruimte: als F en G continue lineaire functionalen zijn op (D), en
a,b zijn reé€le getallen, dan is aF+bG weer een lineairefunctionaal,
dat blijkbaar ook weer continu is.

Verder geldt:
Stelling. De ruimte (C*) is een deelruimte van (D¥).
Bewijs. Stel F e(C*), Dan is F een lineaire functionaal, gedefini-
eerd op (C), dus zeker op (D). En F is continu op (D), want als
¢~ ¢ in (D), dan geldt zeker ¢ —>¢ in (C), en dus F(qn)~+ﬁlqﬁ,
daar F continu 1s op (C).

Opmerking. Strikt genomen is het niet juist dat (C*) een deelruimte

is van (D¥): als F e (C*), dan is niet F zelf een lineaire functionaal
op (D), maar alleen zijn restrictie F|(D). Het is echter gebruikelijk
(C*) te identificeren met de ruimte van al deze F|(D).

Uit de stelling volgt dat i.h.b. de functionalen (f,¢)=~[f(x)¢(x)dx
(f(x) locaal integreerbaar) en M(¢)=j(¢(x)qp. (. e-additief en van
eindige totale variatie op begrensde verzamelingen) distributies zijn.
Men spreekt dan wel van de distributie f (resp. de distributie w ).
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In dit verband moet opgemerkt worden, dat als de distributies
f,g (behorende bij de locaal integreerbare functies f(x),g(x)) gelijk
zijn, d.w.z. als (f,¢)=(g,e) voor alle ¢ ¢(D), ook de puntfuncties
f(x) en g(x) gelijk zijn, behalve misschien op een nulverzameling.
Om dit aan te tonen is het nodig en voldoende te bewijzen:

als f(x) locaal integreerbaar is, en (f,¢)=0 voor alle ¢ € (D),
dan is bijna overal f(x)=0.
Bewijs, voor k=1: In het bijzonder geldt, voor alle a<b en alle
gehele positieve n: (£, ¢ bﬂ/n) =f(f(x) {gaa b(x)} /% 3x=0. Voor
n - 0 volgt hieruit:/ f(xJdx=0, voor alle a,b met a<b. Dus is
f(x)=0. a



4, Differentieren van distributies

Als f(x) een continue functie is, met continue afgeleide fr(x),
dan worden door

Fle) = ) = ) £(x) p(x)ax,
Gle) = (£',9)=/ £'(x) p(x)dx,
twee distributies gedefinieerd. En omdat ¢ in de verte O is, geldt
+00 +00 +C0
cle) = [ e(mplax = 2(x) p(x) | - [ 2(x)g(x)ax -
-00 -00 -
+00
- [ tx)et(x)ax = -F(g") ,
-00

Naar aanleilding hiervan wordt algemecen gedefinieerd:

Definitie. Z1ij F een distributie op Rk. De distributie-afge-
? F

leide 5;—-van F is de functionaal die aan @& (D) toevoegt het getal
a
F(2L ).
?)Xi
Aangezien met ¢ ¢ (D) ook £ %% ¢(D),1is F<3£L) inderdaad steeds
gedefinieerd, en daarmee ook B l. Blijkbaar ig g%L een lineaire

1 ?F

functionaal op (D). Zelfs is %en continuetlineaire functio-

naal: als ¢_-—+¢ in (D), dan ook 1 axn — ;;” in (D), dus
A% i i
n A n(ey ) 2 2F ;
Flgy) — P(BX.)’dJ“Z'Eff (%) ~>r5%-(¢). Dus ggf-ls weer cen
i i i i i
distributie.
. 2°F 2 (2F
Dan is ook de distributie-afgeleide = ( ) gede-
9X gx 29X, 9X,

finleerd; ook dit is weer een distributie, en% Iedgre d%strlbutle
is dus oneindig vaak differentieerbaar. En de afgeleiden van hogere
orde zijn onafhankelijk van de volgorde der differentiaties; want

bijvoorbeeld is

2] ‘
2°F . 3F gy o 27 _p2” ) -
2L () = - ZL(2E) = r(2E) - F(E) -
CE LR 2 1 ;XQ X, X, 0%,

P 2

- - 22 - 2 (),
1 ) 3}{23}(1
voor alle ¢ ¢(D); m.a.w.
2°F _  o°F
axqvxg axgbxq

7ijn F en G distributies, en a,b re&€le getallen, dan geldt
voor de distributie-afgeleide van de distributie aF+bG

[ﬁijl-(ambm](p):-(ame)(%%) :—aF(%%)—bG(%) = a %—1-“; (9)+ biz{p)=
=(a

|
+
o’
la
. [®)
-~

DX, DX

I,_J‘



zodat dus algemeen

2 (aF+bt) = a 2L | p 28
i 'DXi aXi

ledere locaal integreerbare functie f(x) geeft aanleiding tot
een distributie F(¢) = (f,p), en deze heeft altijd een distributie-
afgeleide - ook als de functie f(x) zelf niet differentieerbaar is.
Zelfs kan het zijn, dat £'(x) bestaat en locaal integreerbaar is,
zodat door G(¢) = (f',¢) een distributie G gedefinieerd wordt, zonder
dat G de distributie-afgeleide is van F. Bij functies f van meer ver-

s . 2 2
anderlijken is het verder ook mogelijk dat bijv. ai gx ai gx
beiden bestaan, en ongelijk zijn; voor de distribut%e o
F(e)=(f,9) geldt dan toch: 28 - 2T met i dus wel zeer be-

axiaxj axjaxi
langrijk, de gewone afgeleide van cen functie niet met de distributie-
afgeleide te verwarren.
Maar voor continue f(x) met continue afgeleide f'(x) hebben we
inderdaad vastgesteld, dat de distributie-afgeleide van (f,p) juist
de distributie (f',p) is. I.h.b. geldt dus voor een distributie C

die behoort bij een constante functie f£(x)=c:
+00 +00

Clp) = j.(:w(x)dx =C . j- ¢ (x)dx,

-00 -00
dat C'(¢)=(f',¢)=(0,¢); d.w.z. C' is de nuldistributie. Zo'n distri-
butie die behoort bij een constante functie wordt - enigszins ver-
warrend - een constante distributie genoemd. We hebben dus gezien
dat ledere constante distributie distributie-afgeleide nul heeft;
omgekeerd i1s iledere distributie met distributie-afgeleide nul ook
een constante distributie, zoals we in § 6 zullen zien.

Algemener geldt nog:
Stelling. Zij g(x) een locaal integreerbare functie met bijbehorende
distribu%ie G. Zij verder F de distributie die behoort bij de functile
£(x) =/ g(t)dt. En geldt: F'=G.
Bewijs.O De functie f(x) is continu, dus zeker locaal integreerbaar,
en bepaalt dus inderdaad een distributie F. Door partiéle integratie

volgt weer

+00 +Q00 +00
a(x) plx)ax = £0x) p(x) | - /[ (x) ¢ (x)ox -
- 00 - Q00 - 00
+00
- -Jf f(x)e' (x)dx
-00

voor alle ¢ ¢(D); zodat inderdaad steeds G(@)=-F(¢')=F'(¢), m.a.v.
F'=G.
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Gevolg. Zij f(x) een continue functie. Stel f(x) is differentieer-
baar, behalve in een aantal punten X ¢%5¢ ... <X, en stel £ {x)

is continu op elk der intervallen (-oo xq),(xq,xz),...,(xn,+oo). Dan
geldt van de distributie-afgeleide van F(w) (f,p):

F'(?) = (f':¢)-

Immers, onder deze veronderstellingen is f(x) f £1(t)dt;
en als Fq de distributie is die bepaald wordt door “é f' t)dt dan
is dus F- F1 een constante distributie. Volgens het bovenstaande
is dan (F—Fq)'=F'—F%=O. Daar F!(¢)=(f',9) voor alle ¢e¢(D), volgens

/]
de stelling, geldt ook F'(¢)=(f',¢), voor alle ¢ (D).

5. Voorbeelden

1. Zij u(x) de functie gedefinieerd door: u(x)=0 als x< 0; u(x)=1

als x* O (eenheidsfunctie van Heaviside). Daar u(x) locaal integreer-
00

baar is, wordt een distributie U bepaald: U(w):(u,y):j u(x)e(x)dx=

—.f e(x)dx. ~00

De afgeleide u'(x) bestaat voor alle x#0, en u'(x)=0 yoor x#0.
Dus u'(x) is locaal integreerbaar en heeft als bijbehorende distri-
butie de nuldistributie. Maar de distributie-afgeleide van U is niet
de nuldistributie:
00
Ur(e) = <U(e) = -/ p(x)ax = (0);

d.w.z. U' =d . Evenzo

u'(e) = 7' (9)

en in het algemeen

U(n+1)(¢) _ 5(“)(?) _ (_1)n ¢(n)(0).

I
]
L
P
~e
Il
I
s
—~
O
AN

2. 0ok de functie u(x-x ) is locaal integreerbaar; de bljbehorende

+
distributie noemen we UX 2 U (0) =j Oou(x X )y(x ydx —'f p(x
0 o ~00
%o

De distributie-afgeleide van U, heet JX
0

o} oo
O () = (9) = - U, (pr) = - ) g'(x)ax =g (x).
o) o} 0 Xy
Men kan JX beschouwen als een verschoven dJ -functie, met piek in X
o)
3. Meer in het algemeen zij f(x) een functie, dile in elk van de in-

tervallen (-c0,X, ), (X 5%5)sex0s (X, _4s%,) s (%, ,+00) (X 8% ¢ . ¢x ) contim
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is en een continue afgeleide heeft. Verder nemen we aan dat f(x) in
het punt x, een sprong f , maakt (» =1,2,...,n). Daar f(x) en f'(x)
beilden locaal integreerbaar zijn, defini€ren zij ftwee distributies
Fen G: F(g) = (f,¢) en G(e) = (£',9), voor ge(D).

Zij fq(x) = f(x) - Z; £, u(x-x,); dan 1is fq(x) continu, en in
alle x#x, (¥=1,2,...,n) heeflt fq(x) een continue afgeleide. En wel
is f%(x):f‘(x) voor x#x, . Als we de bij fq(x) behorende distributie
met F_, aangeven, dan volgt dus uit het gevolg van de stelling in § 4

)
Pi(9) = (£1,0) = (£1.9) = c(9).

=R LT ! = [ s
Maar F,=F- 3 f Uy, » dus Fi=F };fy Uy =F }; £, 0, 3 en we
vinden zo Y

lo= J,
F G+2;:fy %
Slordig gezegd: het verschil tussen de distributie-afgeleide van [

en de gewone afgeleide van f is een som van J -functies; en wel

zorgt iedere sprong f, voor een term fy JX
o]
Als we verder gaan, en aannemen, dat f'"(x) ook bestaat en con-
tinu is in elk van bovengenoemde intervallen, en dat de discontinul-
teiten van £'(x) in de punten X, ook weer sprongen zijn, zeg ter

grootte f; ; dan geldt ook

G'=H+) f' o,

waarbij G weer de distributie ¢ — (f',9) is, terwijl H de distributie
¢ — (f",¢) aanduidt. Dan volgt ook:

Il

mkl T _ ] _
F (G+1;_f‘u JX)’~G'+Z;_fy I =

b 14

Ho+p (fL a0+ £ ).
7]

v ¥ W

I

De gevolpgen van de discontinuiteiten blijven dus ook doorwerken bi]

de hogere afgeleiden van I,
b, 7Zij -1 < » <0, en definieer de functie x: als volgt:

0 als x=z 03

A — I.
X = N

A

Dan is X locaal 1ntegreerbaar; de bijbehorende distributie zij aan-
N

gegeven met X+: N

o) = (5w = [

xl@(x)dx.

N :
De gewons afgeleide van x+ is niet 1oc%§1 integreerbaar, en defi-
. e . - e s
nieert g=zen Adpstributie: de integraal j' N X 1 ¢(x) is in het alge-
0]
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meen divergent. De distributie-afgeleide (X:)' echter bestaat wel,
en volgens definitie is

(X)) (9) = K} (g') = = & gt (x)ax.
0

We kunnen nog een andere schrijfwijze voor (X:)'(¢) afleiden; immers
A 00 A
i _ .11 R . . N
(X+) (?) = %1m()g/‘ X ¢‘(x)dx, en d.m.v. parti€le integratie volgt

0 0)

{/ % @' (x)dx = X (?(x)+c)laj- Jga xx"q(@(x)+c)dx

&
waarbilj de constante C willekeurig mag worden gekozen. Kiezen we
speciaal C = - ¢(0), dan wordt de eerste term in het rechterlid gelijk
aan - &R(p(&)- 9(0), en dit convergeert naar O voor & —»0; en dus is

(D g) = - atm [ 5N prtax = [T a2 (o tm)- #(0))ox,
£

Op deze wijze is het verband tussen de distributie-afgeleide (X:)'
en de gewone afgeleide mxx'q van xi wel zo goed mogelijk weergegeven;

voor functies o met Of drager (¢) blijkt bijvoorbeeld onmiddellijk:

(xM) 1 (p) = (X1, 0).

6. Primitieve distributies van een distributie op R,

Zij F een distributie op Rq. Ien distributie G heet een primi-
tieve distributie van F als G'=F (G' = distributie-afgeleide van G).

Stelling 1. Iedere distributie F op R,l heeft oneindig veel primitieve

distributies. Het verschil van twee primitieve distributies is een
constante distributie.

Bewljs. Stel er 1s een distributie G met G'=F. Dan moet gelden voor
iedere v <(D) van de vorm yv=o0"' (¢ e (D)):

G(y) = G(e') = -G'(p) = -F(p).

Alle y in (D) van de vorm y = ¢! vormen een lineaire deelruimte van
(D), en wel een hypervlak (H), want ze zijn bepaald door één enkele
lineaire vergelijking, nl.

+00

f v (x)dx = 0.
~00

Immers, als y e(D) aan deze vergelijking voldoet, dan is
X
p(x) = [ y(t)dt in (D); want ¢(x) is oneindig vaak differentieer-
-00
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baar, en de drager van ¢ 1s begrensd. Als nl. de drager van y bevat
is in [a,b] , dan+g§ ¢ (x)=0 voor x5 & en voor X > b. Omgekeerd, als
v= ', dan is /' v(x)dx = w(x)‘ = 0.
00 -00
, +00
Kies nu in (D) een ey e (H), met é; ¢o(x)dX=1. Aangezien (H)
een hypervlak is in (D), moet het mogelijk zijn iedere ¢ 2(D) te
schrijven als een lineaire combinatie van b, €n een functie in (H):

= rp,t v,

Inderdaad 1s dit mogelijk, en slechts op één wijze, nl. met

A= fmo p(x)dx
-00
Als nu <
L (x) = w(t)dt
-

dan definleren we een functionaal G door

G(‘P) = ra - F(X):

waarbij a een willekeurig (maar voor alle ¢ gelijk) gekozen reé&el
getal is. In het bijzonder is dus G(@O) = a.

Het is duidelijk dat G een lineair functionaal is op (D). En
G 1s ook continu op (D): stel p,—> ¢ in (D). Zij]

Pn = M Po v ¥ni PT AP TV

en x X
Lo(x) = [ v (t)ats X(x) = [ y(e)at.
-0 -00

Dan is +00 +00

A= l; ¢nbddx-%—&£ p(x)dx =n;
dus geldt N

v, = ?n_xnsoo.__y ¢ -rpy =¥ in (D).

Vervolgens is X X

Lox) =/ w (t)at — [ y(t)at = X (x) in (D)

- 00 - 00
en omdat F een distributie is volgt F(X ,)~+F() ). Tenslotte is dan
G(p,) = ra-F( ), )~ ra-F(L) = G(e).

Dus G is een distributie.
Voorts is G een primitieve distributle van F; want

G'(g) = -G(¢') = o.a + F(p) = F(p).



Dat er oneindlg veel primitieve distributies van F bestaan is ook
duidelijk: het getal a, d.w.z. de waarde G(Wo> mocht immers wille-
keurig worden gekozen.

Tenslotte moet nog aangetoond worden, dat het verschil van twee
primitieve distributies G, en G, van F een constante distributie is.
Inderdaad, neem een willekeurige ¢ e(D) en schrijf weer p=NP Ay
met y e (i >f oen 19 G4(1)=Gyly), dus 04(9)-Cy(p)=n G ()= 10l -

=AcC j )dx. D.w.z, G,l—G2 is de distributie die behoort bij
~00
de functie f(x):c, waar ¢ de constante G1(¢O)—G2(¢O) is.

Uit stelling 1 volgt i.h.b.: Iedere distributie met distributie-
afgeleide nul 1s een constante distributie. In de tweede plaats kun-—
nen we concluderen: ledere distributie heeft oneindig veel primitieve
distributies van de n® orde (voor iedere n); het verschil van twee

e

primitieve distributies van de n” orde is een distributie (f,¢),

waarblj f een polynoom 1is met graad ¢ n-1.

Voorbeeld 3 van § 5 toont aan, dat als f(x) een primitieve
functie 1s van g(x), de distributie (f,¢) zeker geen primitieve dis-—
tributie van (g, () behoeft te zijn. Maar wel geldt:

Stelling 2. Zij f(x) locaal integreerbaar. De primitieve distributies

van F(g)=(f,¢) zijn juist de dlSuPlbutleS G=(g,9) gedefinieerd door
de functies g(x van de vorm g( f f(t)dt+c.

Bewijs. Zij g _f £(t)dt, go(x) is continu en bepaalt dus een

distributie GO. Volgens de stelling in § 4 1is Gé(¢)=(f,¢),mma.w.
Gé:F. Dus GO is een primiticve distributie van F.

Is nu G een willekeurige primitieve distributie van I, dan is
G—GO volgens stelling 1 een constante distributie C, zeg behorend

bij de constante c¢. Dan is
+00

Gl9) = G (p) +Clp) = / g (x)p(x)ax +/ Yo g (1)ax = (8:9) 5
i} “
met g(x) = go(x) +c = é £(t)dt + c.

Wanneer we gemakshalve een distributie F regulier noemen als hij
kan worden gedefinieerd door een locaal integreerbare functie (en
singulier als dit niet het geval is), dan kunnen we de volgende con-

clusie ult stelling 2 prettig formuleren:

Stelling 3. Iedere distributie F die een reguliere distributie-afge~-

leide F(n) bezit (van zekere orde n) is zelf regulier.




N pro

7. Translatie en spiegeling

Zij f(x) een locaal integreerbare £g§ctie van één variabele, en zij
F de bijbehorende distributie: F(p) = j' f(x) ¢(x)dx. Als nu h een reé&el
getal is, dan is ook de functie f(x-h);%® die ontstaat door f(x) over een
afstand h naar rechts te verschuiven, weer locaal integreerbaar, en hij

bepaalt dus een distributie G; er geldt
+00 +00

G(e) = ./ f(x-h) ¢(x)dx = u/ £(x) e(x+h)dx.
- ~00
Als we, voor willekeurige f(x), de functie f(x-h) aangeven door T, T, dan
is dus G(@):F(t_h ¢ ); anders gezegd

(thf,¢)==(f,T_h?).

Naar aanleiding hiervan definieert men:
Definitie. Zij F een distributie en h een reéel getal. De functionaal,
die aan ¢ €(D) toevoegt het getal F(t_h ¢), wordt aangegeven met 'chF.

Ook T,F is weer een distributie: als @n(x)-—+ ¢(x) in (D), dan zal
ook pn(x+h) — wn(x+h) in (D), i.e. T, Py T ¢ in (D); dus
F(r_hwn)—+.F(t_h@), d.w.z. (th)(@n) —e-(thF)(p). We zeggen, dat T F uit
F ontstaat door translatic over h,

We hebben reeds gezien: als F de distributie is die behoort bij een
locaal integreerbare functie f(x), dan behoort bij de verschoven functie
Thf Julst de verschoven distributie thF.

In § 5 hebben we hiervan ook al een voorbeeld gezien: bij de een-
heidsfunctie u(x) behoort de distributie U(ep) = foo e(x)dx, met distri-

butie-afgeleide J(¢)= ¢(0). Bij de verschoven O functie

o0 00
(¢) = J e(x)ax =f p(x+x )dx=
o] X 0

=(v, U)(¢), met distributie-afgeleide I () = @(xg) = (v, )=(T:X ) (o).
o} 0 o) o}
Tegelijkertijd is dit een voorbeeld van het feit dat de distributie-

afgeleide van een verschoven distributie thF altijd juist de verschoven
distributie-afgeleide van F is:

(v, F)¢ = T, (F').

(ty ) (x)=u(x-x_) behoort de distributie U

0 X
(

Immers, voor willekeurige ¢ e(D) geldt:
(5gF) 1 (@) = ~(5,F)(p") = -F(v_¢') = -F((x_¢)') = Fi(z_ g = (5,F*)(p)

Z1ij weer f£(x) locaal integreerbaar; geef aan met of de functie
f{-x), die uit f(x) ontstaat door spiegeling ten opzichte van de oorsprong,
Dan is
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+00 +00

(eTy9) = [ £(=x) e(x)ax = [ £(x) p(-x)dx = (£,e ).

~ 00 - 00

Het 1ligt dus voor de hand te definieren:

Definitie. Onder de gespiegelde oF van een distributie F verstaat
men de functionaal die aan 9 ¢ (D) toevoegt het getal F(o o).

Ook de gespiegelde o F van een distributie F is weer een dis-
tributie, en de definitie is zo gekozen dat de gespiegelde van de
distributie, behorende bij een locaal integreerbare functie f(x),
Julst de distributie is die hoort bij de gespiegelde functie f(-x).

Evenzo kunnen we centrale vermenigvuldiging vanuit de oorsprong
beschouwen: zij (wcf)(x) = f(%), voor willekeurige f(x) en wille-
keurige re&le c¢ #0. Als f(x) locaal integreerbaar i1s, dan is 7, T

dat ook, en oo too
(v, f,9) = f f(%) o (x)dx = |c| j' f(x) ¢(cx)dx =
-CO -CO
=jc| (f,w, @),

We definieren dus: c
Definitie, Z1ij F een distributie. Met mCF wordt dan aangegeven de
functionaal die aan ¢ &(D) toevoegt het getal ]ch(vc,I 9).

In het bijzonder is ™ F=¢F, Ulteraard is ook c WCF steeds weer

/]
een distributie.

Het spraakgebrulk bij gewone functies overnemend, zegt men nu
ook van distributies F:

I 1s een even distributie: als F = F;

F 1s een oneven distributie: als ¢F = -F;

P is periocdiek, met periocde h: als thF=F;
F is homogeen, van de orde m: als wa = c_mF, voor alle ¢ » O,

7o is bijvoorbeeld de distributie ¢ even, en homogeen van de orde
-1.

Opmerking. Bovengenoemde drie definities zijn specilale gevallen van

de volgende: zij o een willekeurige affiene transformatlie van R', met
inverse o« | en determinant le]l . Als f(x) een willekeurige functile 1is,
dan zij «f de functie f(oc,"/lx)° Als dan F een distributie/is, dan is
de functionaal die aan ¢ ¢(D) toevoegt het getal lu].F(u"l @), weer
een distributie; deze wordt aangegeven met «l':

(«F) (¢) = || F(a™ " p).

We kunnen dit ook weergeven door de formule

@F)(«9) =] F(¢),
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die ultdrukt dat de lineaire operaties ¢ — wo(in (D)) en F— aF
(in (D¥)) contragredient zijn.

Het is duildelijk dat het hierbij niet essentieel is dat de be-
schouwde distributies ééndimensionaal zijn. We kunnen even goed o« F
definieren voor distributies op Rk waar dan e« een affiene transfor-
matie van Rk is. Alleen het geval waarbij « een verschuiving is over

een vector h= (h hose..shy ) 1s momenteel voor ons van belang.

Definitie. Zij f(x) een functie, gedefinieerd op R¥ (X:(xq,xg,...,xk»,
en z1j h een vector (hq,hg,.¢.,hk). Met thf bedoelen we de functile
(thf)(x)=f(x—h). Als F een distributie is op Rk, dan is T, F de func-

h
tionaal, die aan ¢ «(D) toevoegt het getal F(t_h ¢ ).

Evenals bij k=1 blijkt onmiddellijk dat ﬁhF steeds weer een dis-
tributle is.

8. Onafhankelijkheid van één van de variabelen

Het begrip translatie van een distributie kunnen we gebruiken om
zin te geven aan de bewering dat een distributie F op Rk van één van

de varilabelen, bijvoorbeeld van x niet afhangt.

/1)
We zullen een distributie T op Rk onafhankelijk van x

4 noemen,

en ook wel zeggen, dat F alleen afhangt van X2,X3,..°,Xk, indien F
invariant 1s onder ledere translatie evenwijdig aan de X, -as:
T, F = F, voor iedere h=(h1,O,O,...,O).

Als F behoort bij een continue functie f: F(¢)=(f,¢), dan is dit

julst dan het geval indien f(x):f(xq,xp,. ’Xk) onafhankelijk is van

X Algemener geldt:

Stelling 1. Zij f(x) een locaal integreerbare functie op Rk. De dis-

tributie (f,¢) is Juist dan onafhankeliljk van X,, indien f(x) bijna
overal gelijk .s aan een functie dle onafhankellijk 1s van X

Bewljs voor k=1.

In dit geval betekent t, F=F voor alle h (waar F(¢)=(f,¢)):

h
J'f(x) j— (x) ¢ (x+h)dx

voor alle ¢ <(D). Nemen we in het bijzonder/ p(x)= {ya,b(x
; 1/n
(Vg1.§ 3), dan is  ¢(x+h) ={ wa_h’b_h(x)} , en er volgt

jf(x){q’a’b(x)}’l/ndx =jf(x){?,a’h’b_h(x)}ﬂ/ndx,

en voor n.— 0 vinden we

)}ﬂ/n



Dit geldt voor alle a,b enXh. Maar dat kan alleen als er een con-
stante ¢ 1s, zodanlg dat f f(t)dt=cx. En daaruit volgt tenslotte dat
f(x)=c voor bijna alle x.

Verder geldt, evenals bij functies:

Stelling 2. Een distributie F op Rk i1s dan en slechts dan onafhanke-
4 als g%i = 0.

Bewlijs. Als we een vaste F en een vaste o &(D) nemen, dan hangt het
getal (thF)(@) alleen af van h,, voor h:(hq,o,...,o). Zij

lijk van x

yr(hq) = CchF)(y) (h:(hq,g,...,O)).
We moeten bewlijzen: dan en slechts dan 1s 5%— = 0, als voor iledere

¢ ¢ (D) de bijbehorende functie z/(hq) constant is.
K\ (kq(“),o,...,o) met kq(nl—+ 0.

Neem een willekeurige rij

Omdat k,(n) begrensd is, is er een begrensde verzameling K die de
| (n)

dragers bevat van alle verschoven functies ¢(x+k ). Dan bevat K

ook de dragers van de functies

o (x) - 2t o)

o (%)

o
2

en omdat deze ri]j 2 uniform convergeert, evenals alle rijen van af-
geleliden, geldt
P) .
gan"‘-'?' -B—}Eﬂ in (D)'
/]

Omdat v, F een distributie 1is, volgt, voor ledere h=(h1,03...,0)

CE
Maarv t_k<n)(W)- @ (ThF)(f_k(n)(¢)>-(thF)(?)
(Thb)(qn) = ("ChFM o (0] ) = k/l(n) -
(R 5 ) () (e, (7)) )
- kq(n) kﬂ(n)
en
F
(ThF)(;;q) = ¥y %%ﬁJ = Fls5(t _p9)) = ”(§§29(f-h?)5
dus V/(h/]”'kq(n)"‘/’(hg) 2 F (v )
e (n) T oox ¥
/l
Aangezien de rij kq(n)~a-0 geheel willekeurig was, blijkt dus dat
yf(hq) differentieerbaar is; en
dy _ _ 2F
s = " ax; (Tn?)
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d . :
Is nu SEX = 0, dan is steeds gﬁ: = 0, en dus is thF=F voor ledere
h=(h1,o,...,0). Omgekeerd, als F onafhankelijk is van X4, dus T F=F
voor h:(hq,O,...,O), dan geldt, bij ledere keuze van ¢ , voor de bij-
behorende functie y : %%1 = 0; dus ggi (¥ _,,¢)=0, voor alle pe(D);
2F : 1 1 B
m.a.w, §§* = 0,

1

We beschouwen nog eens het probleem, bi] een gegeven distributie
primitieve distributies te vinden. In het geval van distributies van
meer dan één variabele kan men aantonen, op een wijze analoog aan de
methodeagan § 6: blj gegeven F zijn er oneindig veel distributies G

zodat 5§: = B,

In dit geval geldt voor het verschil van twee dergelijke primi-
, en Gy 5-3— (G,-G,)=0. Uit stelling 2 volgt dus,
dat dilt verschil G1~G2 een disugibutie is dle niet van x

tieve distributies G

1 afhangt.

9. Locale eigenschappen

In het laatste voorbeeld wvan § 5 beschouwden we de distributie-
N
afgeleide (X+)‘ (-1 < A <0). Deze distributie is niet regulier; maar

aangezien N © L
(X+)'(<P)=é Ax" T (p(x)- ¢ (0))dx,

geldt voor iedere ¢ (x) waarvan de drager de oorsprong niet bevat:
() (0) = (™7 g). .

Buiten de oorsprong gedraagt (X+)‘ zich dus alsof hij wel regu-
lier was., Men 1is geneigd te zeggen: (X:)
de oorsprong. Deze zegswljze zullen we precilseren.

! is locaal regulier, builten

Definitie, We zeggen. dat twee distributies F en G overeenstemmen oOp
een verzameling V als F(g)=G(¢) voor alle ¢e(D) met drager (¢) < V.
Als T op een verzameling V overeenstemt met de nuldistributie, zullen

we ook zeggen: F 1s nul op V.
De verzameling van alle punten x die een omgeving hebben waarop
F nul is, is uiteraard open. Zijn complement is dus een gesloten ver-

zameling. Deze gesloten verzameling heet de drager van F:

Definitie. De drager van een distributie F is de verzameling van alle

punten x die geen omgeving hebben waarop F nul is.

Voorbeeld: De drager van J bestaat uit één punt, nl. O, De drager van

(X:)l is de verzameling [O,+c0]. De drager van de nuldistributie 1s

de lege verzameling.
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Als F een reguliere distributie is, F(¢) = (f,p), dan valt de
drager K,I van de distributie F samen met de drager K2 van de locaal
integreerbare functie f(x). Want als x ¢X,, dan is er een omgeving V
van x met f(x)=0 voor alle x ¢V. Als dan arager (¢)cV, dan is
F(p) = (£,9)=0, d.w.z. F is nul op V. Dus x £X,. Omgekeerd, als
x £K,, dan 1s er een omgeving V van x met (f,¢)=0 voor alle ¢ met
drager (¢)cV; d.w.z. w/ £(x) ¢(x)dx=0 als drager (y)c V. Door een
redenering, geheel analdog aan die op pag.t, volgt: f£(x)=0 voor x eV.
Dus x ¢K2.

Het ligt voor de hand te definieren: de distributie F is regulier
op de verzameling V, als er een reguliere distributie is, die op V met
F overeenstemt.

Dan geldt biljvoorbeeld: (X:)' 1s regulier builten de oorsprong.
Evenzo is & regulier voor x#0.

Het 1s een van de belangrijkste opgaven van de theorie der dis-
tributies, zin te geven aan divergente integralen. Deze opgave kunnen
we nu als volgt formuleren: bij voorgegeven f(x) (niet noodzakelijk
locaal integreerbaar) een distributie F te vinden, die regulier is op
iedere verzameling V, waarover f(x) integreerbaar is, terwijl boven-
dien geldt voor een dergelijke verzameling V: als drager (p)c V, dan

is Flo)=(f,9).

Voorbeelden,
1. Zoals we al zagen 1is (X:)‘(@)z(xx““q,y), mits O¢ drager ¢ .

+00
2. De integraal uf fé%l dx 1s in het algemeen divergent; als echter
~00
02 drager (w), dan convergeert hij. Gevraagd een distributie F,
+00
zodanig dat F(e) = [ figl-dx voor alle ¢ met O¢ drager (¢).
-0

Nu is de functie % de afgeleide van logl|x| , voor alle x#0;

de functie f(x)=loglx] 1s wel locaal integreerbaar, en bepaalt dus

+00
een distributie G(¢) = [ ¢(x)log |x| dx. Het ligt voor de hand de

~®© gt eens te onderzocken:

+00
G'(9p) = ~G(g') = - f ¢'(x)loglx|dx =
_;q) +@0
= - lim {)_[ ¢'(x)log{x|dx + /‘ @‘(x)log}x[dx} =
&£ =0 " - . . + € o o
- lim { @(x)log{xw - ‘/ ﬁ%§l~dx + ?(x)log[x” —j’ ﬁ%§ld¥}x

£ —=0 ~00 =00 +eé + &

distributie-afgeleide

Il

- +
= - lim {(@(g) + p(-2))loge - v/ “p(x) dx —jroaiﬁgl dx

X
£ ~>0 —-00 e



URATY I

Aangezien 1im (¢(e)- ¢(-€)log e =0, vinden we zo
£E—=0

(1) G'(p) S (,/ ﬂ—-—dx+ f+00£§——dx>

We weten dat G'(¢) een distributie is; en uit (1) blijkt dat

+@
Gt(ep) = 3éo jf) dx voor alle ¢ met O ¢ drager (@). Dus G' is
een distributie zoals we zoeken.

Deze distributie is overigens reeds lang bekend, en wel onder

de naam hoofdwaarde van Cauchy van ~/‘ 2%§l dx. We zullen hem voor-
2 of X7
In plaats van (1) kan men ook nog schrijven:

G!((P) = fOO ?(X)" CP("X) dx;
0

taan aangeven met

X

deze integraal bestaat voor iedere ¢ (D), zoals ult het bovenstaang:

blijkt (overigens is dit ook heel eenvoudig direct in te zien). -
Maar het is niet waar, dat G'(¢) de enige distributie is die

voldoet aan de gestelde eisen. Immers, het is duidelijk dat

F=G'+c.d evenzeer zal voldoen, daar F(¢)=G'(¢) als O¢ drager ¢ .

Het gestelde probleem is dus niet ondubbelzinnig oplosbaar.

Als F zo'n distributie is, die voldoet aan F(¢)=(f,e) wanneer
(f,9) j'f )dx bestaat (f(x) niet locaal integreerbaar) dan
noemt men F wel een regularisatie van (f,@). De hoofdwaarde van

Cauchy is in deze zin een regularisatie van j' f dx.
Men moet er wel op letten dat een regularisatie van een diver-
gente integraal een distributie is, die in het algemeen niet regulier

. R . . . . - i , : -1
is. Zo 1s bijv. de distributie X 1, i.e. de regularisatie van x -,

singulier.

Enige voor de hand liggende vragen in dit verband zijn de vol-
gende. Als een distributie F de eigenschap heeft, dat leder punt x
een omgeving V heeft waarin F regulier is, is dan F regulier zonder
meer? Algemener, kan men een distributie defini&ren door hem locaal
te beschrijven, in een omgeving van ieder punt? Als twee distributies
F en G overeenstemmen in een omgeving van ieder punt, is dan F iden-
tiek met G% Is bijvoorbeeld de enige distributie die in ieder punt in
een omgeving nul is_ le nuldistributie?

Het antwoord op deze vragen is bevestigend, en wij zullen dat
bewijzen. Maar daarvoor zullen we eerst enige wat dieper liggende
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hulpresultaten moeten afleiden.

10. Enige hulpstellingen

In de enrste pTaqts zullen we gebruikmaken van het feit dat
1edere contlnue functle door onelndlg vaak dlfferentieerbare functies
benaderd kﬂn wovdon

Lemma 1. Zui; ”(A; ern continue functie. Er is een schaar Q;( x) van
willekeurlg vaak differentieerbare functies, zodanig dat f (x)—+-f( )

voor J‘d*C en zulks uniform in ieder begrensd gebiled,
Bewijs.
Zij O(a)= J‘w(a\(x}dxy waarbi] y(a\(x) de functie is, gedefinieerd

. - / L}
i ; stel 7 %) = e (x). De functie x) is wille-
n g 3; s j’(a)( ). - 2 (P(a). ) f)(a)( ) ‘ ‘(
keurig vaak differentieerbaar, heeft als drager de verzameling van

ﬁlle x met [ x| ¢ a, en voldéet aanjf P(a)(x)dx=1.

hxll¢ a

Stel nu

£,(x) -/

f(?) P (x—f)dg .
Ix-5heo ()

Alle functiee £ (x) zijn willekeurip veak differentieerbaar, want de
differentiatie maz worden ultgevoerd onder het integraalteken, en

f(;)(x—?) is willexeurig vaak differentieerbaar naar x., Verder is
£(x)-f_(x) = £(x)-/ (x-%)d
(x, K ( ‘6x—§HsJ PLa) §1aj

~

- £(F)poyy(x-1)af =
":zx—;nsa REIC R

gter 1T g (eenat

Omdat f(x) comiinu 4. e234t, 1n e=n willekeurig begrensd gebied K,
en bij willekeurige %euze van ¢ » O0: als ¢ klein genoeg is, is

[ r(x) - f./x) <=8 x-¥)d¥ = €.

j r(x) e Hi[;[ksa' Praylx-f §

Hiermee is het lerme volledig bawezen,

Als onmiddel’” §: . toepassifg kunnen we nu een stelling bewljzen

die in 8 3 reeds was aangekondigd:



(De reden, dat het gebruikelijke gelijkteken " = " door het wordt-
teken " := " is vervangen, is om de nadruk te leggen op de asymmetrie. In
het boven gegeven voorbeeld is dat nu niet zo noodzakelijk, want het is
duidelijk, dat de rechterkant degene is die uitgerekend moet worden,
die dus definieert en dat dus de linkerkant gedefinieerd wordt. Maar in
het geval van copiering

fi=a

is het wel gewenst, dat men op de asymmetrie de nadruk legt. De tweede
reden is, dat het au fond ock wel iets correcter is, om tot uitdrukking
e laten komen, dat het hier geat om een handeling, die uitgevoerd moet
§orden en niet, zoals bij het gelijkteken, om een relatie, waaraan al of
iet voldaan kan zijn. Willen wij in een zeker stadium van de berekening
een of ander tussenresultaat, zeg e, van teken wisselen, dan doen we dit
met de assignment statement

e:=-e ;

hadden we hier in plaats van het wordtteken het gelijkteken gebruikt,
dan had er een vergelijking gestaan met als enige wortel e = 0, d.w.z.
net de waarde, waarvoor tekenwisseling een zinloze operatie is.)

Een speciale vorm van assigmment statement is de z.g. herhaalde assignment,

waarblj de waarde van een expressie aan een aantal variabelen wordt
toegekend, b.v.

1" 1"

X:=yi= z:=.1

Dit betekent, dat zowel x, als y als z de waarde 1 krijgen.
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Stelling. Tedere ¢ ¢(C) is de limiet in (C) van een rij {#,} uit (D).
Bewi js. !

Als ¢e(C), d.w.z. als ¢ niet alleen continu is, maar ook een begrens-
de drager K heeft, dan hebben ook de functies goa(x), geconstrueerd
als in het bewijs van lemma 1, begrensde dragers: de drager van

? 5 (x) is nl. bevat in de J -omgeving van K. Dus behoren al deze

¢y tot (D). Als Jn‘!’ O, en als X, de J/i-omgeving is van K, dan zijn
de dragers van alle Py bevat in K’l’ eén gzd, —~ ¢, uniform in K

13
Mm.a.w. ¢~ ¢ in (¢c)™ "
n

Ve kunnen de inhoud van deze stelling ook zd weergeven: (D) ligt
overal dicht in (C).

Lemma 2. Zij A een begrensde gesloten verzameling, en U een open
verzameling die A omvat. Er bestaat een ¢ ¢(D), die voldoet aan de
volgende drie voorwaarden:

0 ¢ ¢(x) <1 voor alle x; ¢(x)=1als xed; (X)=0 als x¢U.

Bewil js.

Omdat de gesloten verzameling A begrensd is, is er een & » O zodanig
dat de & -omgeving van A geheel in U is bevat. (Dit volgt uit de over-
dekkingsstelling van Heine-Borjel.) Zij A/! de afsluiting van de % ~om-
geving van A, en U’l de open 2t -omgeving van A. De continue functie

p(x)=min [ x-y|| is dan positief op U,, en bezit een positief minimum

v ¢ U,
A oD A

/l)
Ook de functie

£(x) = min { 5 p(x),7}

is continu, is nul buiten U,, en bovendien is f(x)=1 voor xe A, en
O ¢f(x) ¢1 voor alle x. Z1i] f(y(x) gedefinieerd als in het bewijs van
lemma 1. Neem ¢ (x)= T E(x).

3

In ieder geval is ¢ ¢(D). Daar Os f(x) <1, is

-5)d§ ¢ (x-%)as =1.
Als x ¢ A , dan is § ¢ A, voor ledere § met | x—é}{s—%— , dus
f(}’)-—-’l voor HX“‘Z’“ s%

als X ¢U, en | X-ER Ny .3§ , dan is § € U, dus f£(§)=0. Daaruit volgt:.

X) = f
0 < (x) “X_/ﬂé% ()

. Voor alle x ¢ A is daarom ¢(x)=1. Tenslotte,

@ (x)=0 als x ¢U.



~23-

Lemma 3. Zij U een open verzameling in R¥, en zij {.Ui}j.el een

stelsel open verzamelingen met U;=U. Er bestaat een rij begrens-

. ie
de open Ve;?amellngen Vq,Vg,V3,... %et de volgende eigenschappen:
(1) 2_ v, =u;
n="1

(2) bij iedere n is er een i zodat Vh c u,;
1
3

(

) ieder punt x e U heeft een omgeving W die met slechts eindig
veel Vn punten gemeen heeft,

Bewijs.

Z21j xeU. Er is een 121 zodat x <« U, . Verder zijn er een punt
X5 met rationale codrdinaten, en een rationale & > 0, zodanig dat
nx—x0“< €, en ¥ e U, voor alle § met | §~xoﬂ$ £ . Zij W(x) de ver-
zameling van alle § met | x- 5]« & W(x) is een open omgeving van

x,I en wix5CUi.

De collectie van alle W(x), xeU, is aftelbaar, dzar er slechts
aftelbaar veel rationale X, en e zijn; hilj kan dus geschreven worden

. @©
als een rij W . . Er geldt: {J W _=U.
n=1 O

1,w2,w3,..
We definié&ren vervolgens een rij begrensde open verzamelingen
Gq!Gg”" met de eigenschap

n
(=) U WE'C G, < G ,C G, 4 voor alle n.
=1

J

De begrensde gesloten verzameling W; kan door cindig veel wn worden

overdekt (overdekkingsstelling van Heine-Borel); zeg door

W, LW ...,wn . Zij G1= }5 wn'. Indien de begrensde open verzameling
1T 02 p J=1"J

G, reeds is gedefinieerd, beschouw dan @; U W;I; . Dit is weer een

begrensde gesloten verzameling, die kan worden overdekt door eindig

veel Wn; we definiéren Gn+1 als de vereniging van deze eindig vele Wn.

Het is duidelijk dat dan alle Gn open en begrensd zijn, en voldoen

aan (%). Gemakshalve defini&ren we ook nog: Gn=¢ als n s 0.

Voor iedere n is de verzameling G;”\Gn_q begrensd en gesloten,
en bevat in de open verzameling Gn+1\ Gﬁ_g' Als x e@%ﬁGn“q, dan 1s
V(X)=W(X)(\(Gn+1\‘ah“2) een open omgeving van x, en volgens de stel-
ling van Heine-Borel kan @n\ Gn—ﬂ worden overdekt door eindig veel
V(x), zeg door de vorzamelingen V(Xn,j)zvn,j (1 ¢] spn). De collectie
van alle Vn,j’ met n=1,2,3,..., en 1¢Jsp, voor iedere n, is aftel-

baar, en is dus te schrijven als een rij Vq,Vg,V3,... . We zullen aan-
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tonen dat deze rij de eigenschappen (1), (2) en (3) heeft. In ieder

geval zijgn de Vn open; ze zijn ook begrensd, omdat de W(x) begrensd

zijn.

is

Vn'

Eigenschap (1). Zij xeU. Er is een m zodat>ce@h\iG

M=
e , 00 i 147 . s ee .
X Vm,J’ voor een J met 1 ¢ § Dy en Vm,j is een Vn Dus U

N

Dan
0
U
n="1,

Eigenschap 2. Iedere V, is bevat in een W(x). Voor iedere W(x)
is er een i zodat W(x) < U,. Voor die i is ook Vnc.Ui,

Eigenschap 3. Zij x willekeurig in U. Zij m het eerste gehele
getal zodat x eGm. Dan is X¢Gm_,‘,
zameling W=G&\Gm_2 is dus een omgeving van x. le zullen bewijzen
dat er slechts eindig veel V_ zijn waarvoor Wr\Vn¥¢.

Tedere Vn . 18 bevat in G N ﬁn_z, en kan daarom alleen pun-

s n+1
ten met W gemeenschappelijk hebben als m-2s ng¢ m+1. Er zijn echter

dus zeker x¢@m_2. De open ver-

slechts eindig veel V met m-2<¢sn<¢m+l en telkens 1 ¢ j¢ P D.w.z,

n,J
er zijn slechts eindig veel V_ met Wrwvn¥¢.

Het volgende lemma geeft het resultaat waarom het ons gaat.
De eigenlijke moeilijkheden bij het bereiken van dit resultaat heb-
ben we inmiddels achter de rug, nl. in het bewijs van lemma 3.

Lemma 4. Zij U een open verzameling in Rk, en zij { Ui} ) een

— 3

stelsel open verzamelingen met {J U1=U. Dan is er een ste}sel
{“i} . van oneindig vaak diffé%éntieerbare functies (geindiceerd

ie
door dezelfde indexverzameling 1) met de volgende eigenschappen:

(1) 0 % mi(x)s 1, voor alle xeU en alle ie1;

(2) drager (& .) c U;, voor alle ie I;

i
(3) op iedere begrensde deelverzameling van U zijn slechts
eindig veel o, niet identiek nul; en 2_ mi(x)s’lin U.
i

Bewil js.

Zij Vq,vg,..
in lemma 3, behorende bij het stelsel {U,} g PRI M,
een rij begrensde open verzamelingen, als beschreven in lemma 3,
maar nu behorende bij het stelsel {'Vn} . Voor iedere m zij o(m)
een natuurlijk getal zodat Wmc'vf(m>.

_ 21J ¢, ¢(D) zodat O ¢ ¢ (x) ¢ 1 voor alle x; @m(x)=1 als
xe,wm; en pm(x)=0 als x ¢v?(m). Zo'n ¢ bestaat, voor iedere m,
op grond van lemma 2.

Als nu x €U, dan is er een omgeving W van X die slechts eindig

. een rij begrensde verzamelingen als beschreven
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veel Vn ontmoet, zeg V ""’Vn . Dus is ¢ ( )=0, voor al&oe yEW,
zodra ¢(m)%n,.,.3np. Iﬂ iederePx e U is zodoende ‘W z: ?m(x
gedefinieerd, en deze som 1s in een volle omgeving van x =" een
eindige som; dus is w(x) zelfs, evenals alle ¢, oneindig vaak
differentieerbaar. Voor iedere x ¢ U is er een m zod?t X el m? €D dus

m(x) =1; dus w(x)s> O voor alle x. Zij w o (% ) = X voor xeU,
Ook iedere 1Wm(x) is oneindig vaak dlfferentleerbaagx f? Yo (x)=1,
voor alle x & U; drager (y/m)xﬁ wm; en iedere x:aU'heeft een omgeving
waar slechts eindig veel Yo niet identiek nul zijn.

Voor iledere m bestaat een i(m)e I zodat w&lc Ui(m). We stellen,

voor 1e I: &i(x) = g{% \Vm(x). Dan is mi(x) weer willekeurig
i(m)=1
vaak differentieerbaar. Bovendien is de drager van ui de vereni-

ging van de dragers van de ¥, met i(m)=1, en dus bevat in U,. De
functies mi voldoen dus aan alle eisen.

11. Locale eigenschappen (vervolg).

Z1ij U een open verzameling in Rk. Met (DU) geven we aan de
deelverzameling van (D) die bestaat uit al die ¢ e(D), waarvan de
drager in U dis bevat. We kunnen dan ook continue lineaire functio-
nalen op (DU) beschouwen, functionalen dus die alleen voor functies
¢ met drager (¢)c U gedefinieerd behoeven te zijn. Dergelijke
functionalen noemen we distributies, gedefinieerd op U, of kortweg

distributies op U. Als F een gewone distributie is, dan kan F ook
altijd beschouwd worden als een distributie op U. Omgekeerd echter
lkan een distributie op U i.h.a. niet worden uitgebreld tot een
distributie op de gehele ruimte Rk.

De volgende stelling is uiterst belangrijk; hij geeft de aan-
sluiting tussen de globale en de locale beschrijving van een dis-
tributie, en maakt het mogelijk de vragen, gesteld in § 9, te be-

antwoorden.

Stelling 1. Zij U een open verzameling, en zi] {Ui}iaI een stelsel
U =U. Zij verder, voor iedere iel, Fi

open verzamelingen met %JI

een distributie, gedefinleerd op U Stel tenslotte dat voor alle

1,J €1 geldt: als U;n U, %O dan stemmcn F, en FJ overeen op U, n'UJ
Dan is er één en slechts één dlstrlbutle F op U, die op ledere

Ui overeenstemt m L Fi.
Bewi]js.

Stel { ai} oT is een stelsel functies, behorend bij het stel-
ie
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sel {Ui}ial’ zoals beschreven in § 10, lemma 4. Zij K, de drager
van mi(x). Voor iederc ¢ e(DU) geldt

e(x) = 2 o, (x) o(x), voor alle x € R¥.

De som in het rechterlid i1s een eindige som, voor iedere xeLRk,
want in ledere begrensde verzameling K zijn slechts eindig veel
mi(x) niet identiek nul.

Indien de distributie F bestaat, zal hij dus moeten voldoen
aan

(1) F(e) = Zlf Flx, @) = Zl_Fi(ocifp).

Hieruit volgt dus al, dat F, indien hij bestaat, ondubbelzinnig
bepaald is. Maar omgekeerd wordt door (1) een lineaire functionaal
vastgelegd, die gedefinieerd is voor alle y:a(DLQ.
naal is continu in (D(pg want stel de functies ¢ e (Dy) convergeren,
in (D), naar @<(D

En deze functio-

U)‘ Dan is er een begrensde verzameling K die alle
dragers bevat., Voor iedere i€ I zijn de dragers van de functies

%P, en &, bevat in K0 K. Dus &, @ -+ & ¢ , in (D). Dan geldt
ook: Fi(mi@n)'“* Fl(mip), want F, is een distribubtie op Uy, en
I{eric.Ui. Tenslotte zijn slechts eindig veel ai’ zeg

[V

11 lg,...,mis, niet identiek nul in K, zodat
F(p,) = Fy (o @)t tFy (o 0 ) Fy (e )+
1 g S S g 1
oL (& 0) = Fle).
s ts

Door (41) wordt dus een distributie op U gedefinieerd. We moeten
alleen nog aantonen, dat deze distributie op Ui overeenstemt met Fi’
voor iedere 1& 1,

Neem dus een ¢ e(D) waarvoor drager (@)C:Ui. e moeten bewljzen:
I“(?)=Fi(p). Voor iedere je I is drager (aj¢)c:UierJ; omdat F, en Fj

9) = FJ(&jy); en dus

overeenstemmen op Uin Uj’ is dus steeds Fi((xJ

geldt
Fyle) = Ty %wp) = ‘Z:_J;Fi(ajgo) = ‘%Fj(ogjp) = F(p).
De distributie F voldoet dus inderdaad aan de gestelde eisen,

Als alle Fi=o, uan voldoet blijkbaar de nuldistributie aan de
elsen, en aangezien F door de Fi ondubbelzinnig bepaald is, geldt dus:
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Gevolg 1, Zij F een distributie. Als ieder punt een omgeving heeft
waarop F nul is, dan is F de nuldistributie.

Gevolg 2. Stel F en G zijn twee distributies. Als ieder punt een om-
geving heeft waarop I en G ovcreenstemmen, dan geldt F=G.

Evenzo blijkt nu eenvoudig:

Gevolg 3. 7Z1J F een distributie. Als ieder punt een omgeving heceft
waarop F regulier 1s, dan is F een reguliere distributie.

In § 9 1s ook gedefinieerd het begrip drager van een distributie
F, Een punt x behoort dan ¢n slechts dan niet tot drager (F), als x
een omgeving heeft waarop F nul 1s. Uit stelling -1 volgt nu onmiddel-
1ijk:
Gevolg 4. Het complement van de drager van cen distributie F is de
grootste open verzameling waarop F nul is.

Als we de drager van F even K noemen, en zijn complement U, dan zegt
gevolg 4 niets anders dan dat F(@)=0 voor iedere ¢ €(D) met drager
(@)C U. Anders gezegd: als {(x)=0 op een omgeving van de drager van
F, dan is F(¢)=0. We kunnen dit ook als volgt formuleren.

Stelling 2, Zij F een distributic. Voor iedere qae(D) waarvan de dra-

ger geen punt gemeen heeft met de drager van F, geldt: F(@) = 0,

Hieruit volgt ook dat een willekeurige verandering van een func-
tie ¢ buiten een omgeving van do drager van F geen invloed heeft op
de waarde F(@). Want zo'n verandering komt er op neer dat men bij ¢
een functic yw optelt, die in ecn omgeving van de drager van F nul is,

zodat F(p+y)=(¢)+F(w)=F(¢), oudat F(y)=0.

De volpgende stelling zegt dat het differentiéren van een distri-

butie in feite een locaal oroces 1s.

Stelling 3. Als twee distributies F en G op cen verzameling U overeen-
stemmen, dan stemnen ook al hun distributie-afgeleiden overcen op U.

Bewl js,

Het ig voldoende te bewijzen:als F nul is op U, dan 1s %%f ook nul op
U. Zij @ e(D) met drager (p) ¢ U. Dan 1s ook drager J (g%?)cth
dus

_%% (¢) = -7 (2 )= o,

omdat F nul is op U.
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Als dus f(x) een locaal integreerbare functie 18, met bijbeho-
rende distributie F, en f(x) is op een zeker gebled U differentieer-

baar, dan sluit de distributie-afgeleide 52? op U aan bij de functie
ar j
9x .

J

(Z5)(0) = (2L, ),
J J

voor alle ¢ ¢(D) met drager (9) ¢ U. Vg. de voorbeelden in 8 5.

IF 2 °p
Gevolg. Zij F een distributie. De dragers van

axi ? 2%, X,
allen bevat in de drager van F.

enz. zijn
J

Z0 hebben bijvoorbeeld alle afgeleiden van de distributie Jx
het punt xo als drager. Men kan overigens ook een omkering hiervan
bewljzen: iedere distributie, waarvan de drager bestaat uit één punt

X, is een eindige lineaire combinatie van Jx en zijn afgeleiden.
0

o]
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12, Convergentie van distributies

Ook in de ruimte (D) van alle distributies kan een convergentiebe-
grip worden ingevoerd.
Definitie. Een rij Fn van distributies heet convergent, met limiet-
distributie F, indien voor iedere ¢e (D) geldt:
lim  F_(p) = F¢).
n —-
Vervolgens kan dan convergentie van een reeks van f% Fn worden ge-

1

definieerd: deze reeks heet convergent, met som F,n= indien de rij

n
G ., G. = Z:Fb, convergeert naar F,

nton oy

Deze limietvorming is lineair, d.w.z. als Fn~e-F en Gn-—>G, dan
aF_+bG —> aF+bG, in (D*); analoog voor reeksen., Onder algemene vVoOr-
waarden sluit de definitie ook weer aan bij de overeenkomstige defi-
nitie voor (locaal integreerbare) functies. Bijvoorbeeld geldt

Stelling 1. Stel f(x), fq(x),fg(x),... zijn locaal integreerbare
functies, met bijbehorende distributies F,Fq, o . Indien

fn(x) — f(x) uniform op ieder begrensd gebied, dan F — F. Dezelfde
conclusie geldt, indien fn(x)-—>f(x) bijna overal, terwijl er boven-
dien een vaak locaal integreerbare functie is die de tfn(x)l begrenst,

en ook als de rij f_(x) monotoon is.
Bewil js,
In al deze gevallen geldt

PL(9) = (£,,9) = [£,(x) p(x)ax — [£(x) o(x)ax = (£,9) = F().

Echter geldt niet algemeen: P, —>F zodra fn(x) — f(x).
Voorbeeld 1, Zij fn(x) als volgt gedefinieerd:

g 1. _ | -
f.(x) = £ als bx|» 55 f.(x) =0als jx(<-ﬁ (n=1,2,...).

De rij f (x) convergeert naar de functie % (behalve in x=0), Ook de

bijbehorende rij reguliere distributies convergeert, maar de limiet-
distributie is niet regulier:
- = / QG(X) N
Fole) = (£,9) = 4 dx X7 (e).

1x|> = x

Voorbeeld 2., Zij fn(x) de locaal integreerbare functle, gedefinieerd

door

i £ (x) =0 als | x}> % .

Sl

£.(x) = % n als | x|«

De rij fn(x) convergent voor x#0 naar de nulfunctie; de bijbehorende
rij distributies convergeert naar & :



/1 ¢ (x)dx —¢(0)= d(¢).
bx s 7
Deze twee voorbeelden tonen beiden dat een singuliere distributie
een limiet kan zijn van een rij reguliere distributies. Wij zullen
later bewljzen dat dit algemeen het geval is: ledere singuliere
distributie is te schrijven als limiet van een rij reguliere dis-
tributies.

Fole) = (£, 9) =%n

Een bljzonder prettige eigenschap van de convergentie in de ruimte
der distributies is, dat convergente rijen en reeksen cermsgewl]js
gecifferentieerd mogen worden:

Stelling 2. Als de rij distributies Fn convergeert naar de distri-
butie F, dan convergeert ook de rij an en wel naar de distributie
B,

Voor willekeurige ¢ €(D) geldt

FA(9) = -F (¢')— -Fle') = F'(¢).

o0 ©
Gevolg. Als F = ) F_, dan is F' = ) _ F!
) n=1 © n=1

Voorbeeld 3. Zij fn(x) = % sin nx, en Fn(w) = (fn,w). Aangezien
fn(x)*%-o, uniform, geldt volgens stelling 1: Fn-q-O. Dus ook
Fé —> 0; hierbij is FA de reguliere distributie behorende bi]

fé(x) = cos nx. De functies f!(x) echter convergeren niet.

Als we voortaan de reguliere distributie (f,¢) (bij locaal inte-
greerbare f(x)) aangeven met [f(x)] , dan geldt dus

[cos nx:] —3 0, vVoOor n — Q.

Dit is natuurlijk ook rechtstreeks in te zien: als ¢ € '), en de
drager van ¢ 1s bevat in het interval [-a,a] , dan geldt
a

° 1 i ! dx —> 0

[cos nx ] (¢) = ~£ cos nx ¢(x)dx = o ;é sin nx ¢'(x)dx :

00

Voorbeeld 4, Zoals bekend, convergeert de reeks z:

met als som de functie f£(x), periodiek met perio§§12n, die voor

O<x <2~ de waarde % (x-x) heeft,

M overal,

De parti&le sommen zijn uniform begrensd; dus volgt ult stelling 1:
i% %-[sin nx] = {f(x)] s
n=",

en door differentiéren volgt
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;ﬂ‘{cos nx} [f x) ]

Omdat de enige discontinultelten van f(x
* ) kunnen we de distributie-afgeleide |
voorbeeld 3):

(
) sprongen zijn (ter grootte
f(x ] berekenen (vgl. § 5

EIES T EI1C) P S A g P
NS5 2rxn 2 ne"oo orn
Dus geldt
(2) >~ [cos nx ) ay
2 14+ 2 COS nNX | = 271 J .
= NeToo 2rn
Nogmaals differentiéren geeft bv.
o8} + CO

(3) 7 n sin nx | = -« g,

n=", [ nzggo ern
Uit (2) kunnen we nog meer afleiden. Daar nl.

xQ + 0

1+ 2 ) cos nx = > e Ih% s
n=" Nn=-0
volgt dat
+00 +00
(4) <1+£2 i? [cos nx~]>(w) = ) j’ @(x)c"inxdx.
n="1, N=-00 -
Als we nu schrijven
0o
1 '(x)e_ixydx

v(y) =—:—E—OO v

(w(y) is de Fourier-getransformeerde van ¢(x)) dan vinden we uit

(2) en (%)

(5) i%) Vﬁn. g? (2wn)

N=-00

Dit is een speciaal geval van de somformule van Poisson.

Voorbeeld 5, Uit de convergentie, voor x#k.2x , van de reeks

0
(6) z: EQE??§-= -log 2 sin 5 [
n=",

en het feit dat de parti&le sommen weer uniform begrensc ziljn, volgt
(stelling 1 en stelling 2) dat

(7) 'i? [Sin nx] = {1og | 2 sin —l}

n="1

| X
Hoewel de gewone afgeleide (log|2 sin %) = % cotg 5 bestaat, kunnen
we het rechterlid van (7) toch niet door %!;cotg %f} vervangen. De
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N . -
functie = cotg % is nl. niet locaal integreerbaar, en bepaalt dus

niet een distributie. Daarentegen kunnen we de distributie in (7)
beschouwen als een regularisatie van de Civergente integraal
%f@(x)cotg ix dx.

De voorbeelden 5 en 6 tonen dat trigonometrische reeksen, beschouwd
als reeksen van distributies, veel gemakkelijker convergeren dan als
reeksen van functies. We kunnen zelfs eenvoudig de volgende belang-
rijke stelling bewijzen.

Stelling 3. De reeks distributies

(8) ,_ (a

{cos nx] + b, [ sin nx )

convergeert reeds, als er een constante A> 0 en een natuur.ijk getal
k bestaan, zodanlg dat voor alle n

] an}s An¥ : [bn < An¥,
Bewl js.
De reeks van functics
00 a, bn
2;; (;EE cos nx + e sin nx)

08
1
wordt absoluut gemajoreerd door de convergente reeks 2A Zj — , en
. = n
i3 dus in “cder be.censd intervel absoluut en uniform n=1
convergent. Volgens stelling 1 geldt dan dat

b
ii (—;% [cos nx] + ;%% [sin nxj)
n=1\n

convergeert, en door 2k maal in distributionele zin te differentiéren,
en stelling 2 toe te passen, volgt de convergentie van (8).

Opmerking ., Bzhalve rijen Fn kan men natuurlijk ook families F% van
distributies beschouwen. Men zegt bijv. dat F, convergeert naar I
voor & —> & indien F, (¢) —> F(e) voor €& —>¢& , voor iedere v e(D).
Ook in dit geval geldt weer: als F;-* F voor & ~+ao, dan ook

Fé — Ft, voor & ~é~éb.

13. Sterke convergentie

Het in § 12 ingevoerde convergentiebegrip wordt wel zwakke convergen-
tie genoemd. Dit in tegenstelling tot de zgn. sterke convergentie,
EEE niet zo gemekkelijk gedefinieerd kan worden, mear die uit theore-

tisch oogpunt de voorkeur verdient.
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Verreweg het belangrijkste resultaat in dit verband is, u.t voor

rijen beide convergentie-begrippen samenvallen. Zodra we niet meer

rijen beschouwen, maar bijv. families F, , zal i.h.a. sterke conver-

gentie niet meer uit zwakke convergentie volgen.

We beperken ons in deze § tot distributies in ng deze beperking is
niet essentieel.

Definitie. Een deelverzameling V van (D) heet begrensd indien voldaan
is aan de volgende voorwaarden:

(1) Er is een begrensde verzameling die de drager van alle
¢ € V bevat,
(2) Vgor ledere n=0,1,2,... is de verzameling van alle functies
g~%j eV, gelijkmatig begrensd,
dx
(Een verzameling V van functies heet gelijkmatig begrensd als er een

getal A is zodat |¢(x)| <A voor alle ¢ ¢V en alle x € R

Definitie. Stel F,Fq,FE,... zijn distributies. Men zegt dat de riy

Fn sterk convergeert naar F (notatie: Fn => F) indien

(1) F,— F; d.w.z. F (¢) — F(g) voor alle ¢ (D).

(2) Op iedere begrensde verzameling V < (D) convergeert Fn(w)
gelijkmatig naar F(@); d.w.z. bij iedere begrensde V < (D)
en iedere € > O bestaat een getal N(&,V) zodanig dat
[Fn(@)—F(@)]< ¢ voor alle ¢ eV en alle n > N.

Analoog wordt gedefinieerd sterke convergentie F& =» F voor ¢ M*Eb'
Het is duidelijk dat sterle cravergentie steeds zwakke convergentie
impliceert. Het feilt dat voor rijen het omgekeerde geldt (iedere
zwak convergente rij distributies 1is sterk convergent) is vrij moei-
1ijk te bewijzen. De stellingen die daartoe nodig zijn, zijn echter

ook op zichzelf van belang.

De eerste stelling verscherpt a.h.w. de continuiteitseigenschap. Dat
een distributie F continu is, betekent (per def.): als ¢ — ¢

in (D), dan F(p,_)—> F(¢). Natuurlijk is het denkbaar dat niet

p,—> ¢ 1in (D), en toch nog F(e,)— F(p). Een dergelijke situatie
wordt in stelling 1 beschreven. (De notatie (DK) die hier gebruikt
wordt, is gedefinieerd in § 11; ¢ €(DK) betekent: ¢ ¢ (D) en drager
(¢) < K).

Stelling 1. Zij F een distributie, en K een begrensd interval. Ir
bestaat een geheel getal r» O zodanig dat voor ledere rij ¢n«a(DK)
met @n(r)(x)~w+ 0, uniform op K, reeds geldt: F(@n)-«+ 0.




Bewijsn
Stel zo'n r bestaat niet. Voor k=0,1,2,... bestaat er dan cen rij
Pr.n ¢ (D) zodanig dat
(k)
yk,n (x) — 0, voor n — oo, uniform op K;
>0,

k
Z1ij y/k’n(x) een deelrij van de rij éi . ¢k,n(x) waarvoor geldt

1im sup | F(o, )] =«

(1) l F(\;/k n)‘> 1, voor alle n.

Natuurlle geldt ook \yk(g)(x)<-+ O, uniform op K; en hieruit volgt

dan: y’k n( x) — O voor n—>c, uniform op K, als i=0, 1, ...,k

Construeer nu een rij )ﬁn(x) e(DK) als volgt: zij

" x) = D
X, k( ) wank( )J
waarbij n,. 2o groot 1s gekozen dat voor alle x ¢ K

1 V’kgéi (X)}s '% s voor 1=0,1, ...k,

Dan geldt: X1{~»> 0 in (D), en dus F(X,) - 0, in strijd met (1),
waaruit immers volgt dat & F(X,k)\ > 1, voor alle k.

Laten we invoeren de notatie ¢ | = max| ¢(x)|. Voor iedere ¢ e (D)
is ||¢| een eindig getal, omdat ¢ een” begrensde drager heeft. Uit
stelling 1 kunnen we afleiden:

Gevolg. Er is ook een A > O zodanig dat voor alle ¢ e (L,.)

(2) | F(e)]«a. | ¢(7)]

Bewijs,
Stel zo'n constante A bestaat niet. Dan is er een rij P e(DK) met

Flp,)> 0 @n(r>“ . Z1]

¢ (%)
Vo (%) = ———y—s
RN
dan geldt: ‘Vf [{ =-— ~ 0; dus, volgens stelling 1: F(y, )— O,
in strijd met F(vn) 1, voor alle n. '

Stelling 2. ZiJ S een verzameling van distributies, en zij K een
begrensd interval. Stel voor iedere ¢E(DK) is de verzameling van
de getallen F(@), Fe S, begrensd. Dan is er een A> O en een geheel
getal r» O, zodanig dat voor alle Fe S en alle ¢ ¢ (Dy)




(3) 7))« a.] o).

Bewljs.
Voor ?JQ(DK) z1]j M@ een getal zodanig dat | F(¢)] s M? , voor alle
FE S.

Neem aan dat de stelling onjuist is. Dan bestaan er een rij ¢k€.(DK)

en een rij F, €8 (k=0,1,2,...) zodanig dat

k
(a) @k(n)“< ;% , voor n=0,1,...,k;
2

k=1
(b) F, (o, ) k+1 + M ;
kP 5;% Pm
(c) ]Fm(@kﬂ< é%,,alsrnck.

Voor k=0 vervalt de voorwaarde (c), dus P, €n Fo zijn eenvoudig te
kiezen, op grond van de veronderstelling dat de stelling onjulst is.
Stel ¢, en Fm zijn reeds geschikt gekozen, voor m=0,1,...,k-"1.
Volgens het gevolg van stelling 1 bestaan er voor elk van deze m een
Am en een r zodat (r )

[P (o)A - Jle ™| , voor alle pe(Dy).

Als we nu ? z6 kiezen dat voor m=0,1,...,k-1
(v )
I oy

N< ch 2
2 .A
m
dan zal ¢, zeker aan (c) voldoen. Gecombineerd met (a) geeft dit

voor @k een voorwaarde van de vorm
(4) o P00 < e,

waarbij C een geschikte constante is, en rzmax(ro,rq,...,rk_q,k).
Omdat aangenomen 1s, dat de stelling onjuist is, is het mogelijk P
z6 te kiezen, dat niet alleen aan (4) is voldaan, maar ook aan (b),
voor zekere F) € (D).

Definieer tenslotte

00
(5) p(x) = 2 ¢ (x).
n="

De partiéle sommen van de reeks in (5) convergeren naar ¢ in (D), op
grond van (a), en dus is

[ Felp)l = PR (2 en)]>
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voor alle k. Voor deze ¢ is dus de verzameling van alle getallen
F(@), Fe S, nilet begrensd, in tegenspraak tot het gegeven.

Gevolg 1. Zij S een verzameling van distributies met de eigenschap,
dat voor ledere ¢ ¢ (D) de verzameling van alle F(¢), Fe &, begrensd
is. Bij iedere begrensde verzameling V in (D) bestaat dan een con-
stante A> 0 zodat voor alle Fe S en Q eV

(6) | F(o) | < A.

Bewijs,
Aangezien V begrensd is, is er een eindig interval K zodat V < (DK).

Volgens stelling 2 zijn er een A1> O en een gehele r > 0 zodanig dat
voor alle ¢eV en Fe S

| B(e)| < a, - Bel)]

omdat V begrensd is, is er een A2> O zodat voor alle ¢ e V geldt:

I @(P){\ < A,. Neem A=A .A,; dan geldt (6) voor alle FeSen ¢eV.

Opmerking. Dit is een analogon van de stelling van Banach-Steinhaus

in de theorie der Banachruimten.

Gevolg 2., Zij S een verzameling van distributies met de eigenschap
dat voor iedere ¢ ¢(D) de verzameling van de getallen F(¢), Fe S,
begrensd is. Als dan ¢ _— ¢ in (D), dan ook F(¢ - ¢) — O, uniform
in Fe 3.
Bewijs.
Er 1s een begrensde interval K dat de dragers van ¢ en alle @, bevat.
Dan zijn er ook een A> O en een gehele r2 0 zodat () ()

r r r r
| Flo-¢,)] < a.] @< ). qn< NI voor alle Fe S. En o "= ‘7 = O,
voor n — o,

Stelling 3. De ruimte (D) is volledig. D.w.z. als @m~@n~+-0 in (D),
voor m,n —> oo, dan is er een ¢ ¢ (D) zodat 9, —>¢ in (D).

Bewi js.

Uit ¢ -¢_ -0 in (D) volgt @m(x)- yn(x)wavo, uniform in x; dus is
er een functie ¢(x) zodat, uniform in x, ¢ _(x)—> ©(x).0mdat ook
?ﬁ(x)— @%(X)-+v0, uniform in x, zal @é(x)-% p'(x); enz.

We zijn nu in staat de equivalentie van sterke en zwakke convergentie

bij rijen van distributies te bewijzen.

Stelling 4. Stel F,F_,F

Fnzé F.

zijn distributies. Indien Fn—a~F, dan

/], 2’.-0




Bewiljs.
We moeten bewljzen, als V een willekeurige begrensde verzameling is

in (D), dat F (¢) — F(¢) uniform op V. Stel dit is niet het geval.

Dan zljn er een & > 0O, een rij <pk in V en een deelrij Fh van de
rij Fn zodanilg dat k

(7) { Fnk(@k) - F(g,)|» 3¢ , voor alle k.

De functies ? hebben gelijkmatig begrensde eerste afgeleiden, en
zijn dus equicontinu. Dus heeft de rij ¢, een uniform convergente
deelrij. Op dezelfde wijze bezit deze weer een deelrij waarvan de rij
van eerste afgeleiden uniform convergeert, enz. Als men tenslotte de
diagonaalrlj neemt, ontstaat een deelrij van de rij ¢, die in (D)
convergeert; omdat (D) volledig is, is ook de limietfunctie ¢ e (D).

Neem aan dat ? zelf al deze deelrij is (verander eventueel de num-
mering).

De verzameling van distributies S= {F,Fq, 2,...} voldoet aan de

voorwaarde, gesteld in gevolg 2 van stelling 2; er is dus een N> O
zodanig dat

(8) | F (o -0) | < ¢
voor k: N en voor alle n=0,1,2,... (waarbij FO=F gesteld wordt). Uit
(7) en (8) volgt dat

}Fnk(@) - F(p) |2 ¢

voor voldoend grote k, in strijd met het gegeven dat Fn-+ F.
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14, Afhankelijkheid van een parameter

Uit de resultaten van 8 13 volgt eenvoudig de belangrijke eigen-
schap, dat de ruimte (D ) der distributies volledig is. Dat betekent,
dat iedere rij Fn van distributies, die voldoet aan het criterium van
Cauchy: Fn'Fﬁ1*+ O als n,m —+ 0, convergeert naar een distributie F.
Anders gezegd:

Stelling 1 (Volledigheidsstelling). Zij F een rij distributies, zo-
danig dat voor iledere ¢z (D) de rij Fn(w) convergeert, zeg naar F(g).
Dan i1s ook F een distributie, en Fn~+jF.

Bewijs. Het is duidelijk dat F een lineaire functionaal is; we moeten
aantonen dat F ook continu is., Neem dus een willekeurige ri}j Py =+ 0
in (D).

Volgens § 13 stelling 2 is er een A> O en een geheel getal r>0
zodat voor alle 1 en n

ERCRIPFN PR

Voor n wvolgt
- BRI

voor alle i, en dus F(¢,;) — O voor i -+ co.

Opmerking. Omdat voor rijen van distributies zwakke en sterke conver-

gentie samenvallen, behoeven we geen onderscheid te maken fussen een
sterke en een zwakke volledigheid.

Beschouw nu een schaar distributies F7k , afhangend van een para-
meter % die een verzameling ' van (re&le of complexe) getallen door-
loopt. Men zegt dat F% continu is 1in moeﬁ\ indien 11m} b = m .

Dat betekent, dat voor iedere ¢ «(D) geldt: Aim Al2) = N ), 0fwel,

dat voor iedere pe(D) de gewone reeelwaardlge functle F. (@fcontinu

is 1n WO. Met behulp van de volledigheidsstelling kunnen we nu ook
aantonen:

Stelling 2. In een verdlchtingspunt Ko van A (xoe,A) kan F, dan en
slechts dan continu worden voortgezet, indlen iedere functie Fh(w)

(¢e(D)) in “o continu kan worden voortgezet,

Bewiljs. Als een continue voortzetting F% bestaat, dan is

. o .
.%E?ao F,(p) = F“o<¢>’ voor ¢ ¢(D), dus ~alle F,(g) kunnen continu

worden voortgezet. Omgekeerd, stel dit laatste het geval. Voor iedere
rij A ~—+?2_ uit A bestaat dan lim F. (@), @ e¢(D); volgens stelling A
convergeert dus F\ naar een ngngbutEe F . Op de gebruikelijke wijze

volgt dat Fxo niet" afhangt van de speciale rij AL



dr
Als Fm continu is in %b, dan geldt hetzelfde voor 75% , aan-

gezien dF
x%iﬁa (T (%) = —m%iprFx(¢')=‘Fmo(P')= —ax— (#).
o}
Als WO een inwendig punt is van A, en
¥ -E
(1) lim  2_2C
El A P - Mg

bestaat, dan noemt men F} differentieerbaar naar » in mo. Oock deze

elgenschap kan herleid worden tot de overeenkomstige eilgenschap
bij gewone functies:

Stelling 3. Dan en slechts dan is F, differentieerbaar naar A,

in het punt A, als dit geldt voor elk der functies F%(p), (pe(D)).

Bewijs. Is F, differentieerbaar, dan bestaat voor iedere ¢ e(D) de

limiet

o R, Fa F.(¢)-Fr ()

(2) lim 2 01 (g) = lim e ;
T min 7\0 7\—7\0 / 7\...3.7\0 A*.;\O

dus zijn alle functies F,(g¢) differentieerbaar A,. Stel omgekeerd
dit het geval. Dan kan voor iledere ¢¢(D) de voor ?sﬁﬁb gedefinieerde

functie van A
F, (¢)-F, (%)
(o)
A-A_
o]

continu worden voortgezet 1in ﬂo. Volgens stelling?2 kan dus ook
Fo-Fa
Y continu worden voortgezet in 2, d.w.z. de limiet (1) be-
%
staat.

2F
he!
2N 7

Als we de afgeleide nzar A van I, in *, aangeven met
dan geldt voor iedere ¢ &(D) (vgl. (2)):

20
(3) (-320-) (1) = == (F,(¢))

N
o)
Geven we de gewone distributie-afgeleide aan met %g-, dan geldt

q o ®
dat met Fm ook %é}-differentLeerbaar is, terwijl bovendien altijd
(%) 2 2 F =2 %F

A
Immers, voor iedere pé&(D, is

2((2) @) = - & eaen = - 2100 - 2(C2)).

It
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Is ™ een complexe parameter, en is F% differentieerbaar naar A in
een gebled A, dan is voor iedere ¢ <(D), de functie Fm(@) sen ge-
wone analytische functie van 2 ., In dit geval volgt dus onmiddellijk
dat F% willekeurig vaak naar A gedifferentieerd kan worden. Men
zegt dan ook wel dat F, @analytisch van A afhangt.

Met behulp van stelling 3 kunnen allerlei begrippen en stellin-
gen ult de functietheorie overgebracht worden naar analytische scha-
ren B bijvoorbeeld geldt

a 3
Stelling 4, Als F, analytisch is in een omgeving van %O, dan is
er, in een omgeving van %O, een Taylorontwikkeling

.2
(5) ( ) a———QFx 5( )2 °
5 F,o=F, + (A-7 + 5 (n=n — 0 4
» 0 © RS © 9?\2

Bewijs. Voor iedere ¢<¢ (D) is F, (p) een gewone analytische functie
van A, die in een Taylorreeks ontwikkeld kan worden:

n=0 DA

n
@ (2-n) n
o) °
F(g) = 2 0o ( n F%(VOX .
A =N
o)
Gebruikmakend van (3), kunnen we hiervoor schrijven

o (- )P [ 27F,
(6) Fole) = Z_% = o/ (e).

2"

Omdat dit geldt voor ledere @& (D), volgt (5).

15. Het product van twee distributies

7ij F een distributie, en zilj g(x) een oneindig vaak differen-
tieerbare functie. Voor iledere we(D) is dan ook de functie
g(x). p(x) cen functie uit (D), en dus is F(g. ¢) gedefinieerd. Als
@, —0 in (D), dan zal ook g- ¢ ~+0 in (D), dus F(g-?h)we-O. De
lineaire functionaal ¢ —F(g. ¢) is dus een distributie.

Definitie. Zij F een willekeurige dis®tributie, en G een reguliere

distributie, behorende bij een oneindig vaak differentieerbare
functie g(x): G =[g(x)] . Het product F.G van de distributies F en
G is de distributie

(F.G)(0) = Flg o).
Verder stellen we G.F=I'.G,

Deze distributie-vermenigvuldiging sluit weer aan blj gewone verme-
nigvuldiging: als f(x) en g(x) locaal integreerbaar zijn, en g(x) is
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onelndig vaak differentieerbaar, dan is
[£(x)]: [e(x)] = [£(x)g(x)]
TImmers

(L2e0]-Te0]) (0 = [£6)) (g 9) = [2(x)-5(x) p(x)ax =
= [£0) ()] (p).

Voor twee willekeurige distributies F en G is het distributie-
product niet gedefinieerd. Reeds het product f(x).g(x) van twee
willekeurige locaal integreerbare functies zal nl. in het algemeen
geen locaal integreerbare functie meer zijn, en dus geen distri-
butle meer definieren,

Zoals te verwachten is, geldt (als G=[g(x)] hoort bij een on-
eindig vaak differentieerbare functie g(x)):

Stelling. (F.G)' = F'.G + F.G'.
Bewljs.

(F.q)'(¢)

-(F-G)(p') = -F(g.-9¢') = -F((g-9)") + Flg'.9) =

F'(g.9) +F(g'.¢) = (F'.G)(p)+(F-c")(a).
Voorbeeld. Als f(x) oneindig vaak differentieerbaar is, dan geldt
[£(x)].o=£(0).7,
[f(x)])-d'= £(0) -0 =21 (0). 7 ; enz.

I.h.b.
[x].0=0; [x]-9'=-7.
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Het is hinderlijk dat het product van twee distributies F en
G alleen gedefinieerd is als één van beide, e.g. G, een speciale
reguliere distributie is: G = [ g(x)] , met g(x) oneindig vaak dif-
ferentieerbaar. Veel is hier echter niet aan te doen. Er ziin wel
een paar uitbreidingen mogeliljk, maar deze zijn niet zo essentieel.
Is b.v. F een distributie, behorend bij een massaverdeling /L(vgl.

g 2):
Flo) = [px)ap

dan kunnen we F.G definieren voor ¢ = [g(x)] , waarbij g(x) alleen
continu behoeft te zijn:

(15.1) (F.6) () =[elx) e(x)au

En is F een distributie van de orde m, d.w.z. is F ecen distributie-

afgeleilde van de orde m van een reguliere distributie:

F=f§ [2(x)]

dan kan F.G gedefinieerd worden voor G = [g(x)] , waarbij van de
functie g(x) slechts geeist wordt dat hij m maal continu differen-
tleerbaar is. We stellen dan nl.

m

(15.2) (7.6)(9) = [ £(x). f{-ﬁ (2(x). @(x))ax.

(De afgeleide achter het integraalteken is een gewone functie-afge-
leide).

In een artikel "Sur 1l'impossibilité de 1la multiplication des
distributions", Comptes Rendus Ac. Sciences, tome 239, 1954, p.847-
848, heeft L. Schwartz bewezen dat het echt onmogelijk is, vermenig-
vuldiging van distributies algemeen te definileren., Er is zelfs geen
hoop, dat dit euvel verholpen kar worden door een wijziging van de
definitie van een distributie, tenminste, als we blijven verlangen
dat de J-functie van Dirac een duistributie blijft, en dat iedere
distributie een distributie-afgeleide heeft. Zijn bewljs zullen we

nu geven,

7Zij F de verzameling van alle continue re&le functies van één
varlabele, en zij Fo de deelverzameling van F die bestaat ult alle
functies die ook nog differentieerbaar zijn, met continue afgelelde.
Als we, voor het ogenblik, de functie f(x) identificeren met de re-
guliere distributie [f(x)] , dan kunnen we zeggen dat de distributies
een lineaire ruimte vormen die I' omvat. Beschouw nu, algemener, een
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willekeurige lineaire ruimte L die F omvat.

Lemma 1, Het is niet mogelijk op E een associatieve, bilineaire
vermenigvuldiging te definieren, die op F met de gewone vermenig-
vuldiging samenvalt, en waarvoor de functie 1 als eenheid fun-
geert, zodanig, dat er twee elementen ? en J in E zijn met

(15.3)

™~

X o= 1 ; X.J::O; J?!O.

Bewi js.
Anders zou

O=?.(X.J)= (?X).J: /I.OY= 4'7740.

Lemma 2, Stel op E is een vermenigvuldiging gedefinieerd, als
omschreven in lemma ‘1. Stel verder op I een differentiatie D ge-
definieerd, d.w.z. een tosvoeging f — Df, die lineair is:

(15.4) D(af+bg) = aDf + bDg (f,zzE; a,b redel);

en die voldoet aan de productregel

(15.5) D(f.g) = (Df).g + £.(Dg).
Neem aan dat D op FO de gewone differentiatie van reéle functies
is. Dan is er een 7 4L met
' X o= X.% = 1.
(15.6) §.x o= x ? 1

Bewijs, .
Z1j f de continue functie x(loglx!-1), en zij §=D°f. Aange-
zlen f.x een differentieerbarc functie is, met continue afgeleide,

geldt
D(f.x) = (£.x)' = 2F + X,

en dus o
D‘(f.x) = 2Df + 1.
Maar ook
2 _ 2.0 AR 2. %
D7(f.x) = (D°F) x + 2Df.Dx + f.D7x= § .x+2Df.

==

Dus ?.x:ﬂ. Evenzo volgt x

!l
Uit lemma's 1 en 2 volgt onmiddelld jk:

Stelling 2: Als in E zowel een vermenigvuldiging als een differen-
tiatie gedefinieerd zijn, als omschreven in lemma 2, dan is er
geen element J#0 in E met x.J =0,
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ZiJ nu een definitie van het begrip distributie gegeven (al
dan niet verschillend van de tot nu toe gebezigde) die aan de vol-
gende essentiele voorwaarden voldoet:

a) Iedere continue functie geeft aanleiding tot een (regu-

liere) distributie.

b) De J -functie van Dirac is een distributie (die dan kenne-

1ijk moet voldoen aan x.d =0, J#0).
¢) Iedere distributie heeft een distributie-afgeleide,
d) Als F en G distributies zijn, dan ook aF+bG, a en b refel.

Ult stelling 2 volgt dan, dat het onmogelijk is, voor alle distri-

buties F,G zinvol een product F.G te definieren.

De functie f, beschouwd in het bewijs van lemma 2, heeft, als
reguliere distributie, de distributie-afgeleide

§%~[x(log]x}-1)] = log)x\—ﬂ]+[x]é%{loglxl]= [log )x}} s
want é%[log}x{}= x~ (zie § 9, voorbeeld 2), en | x] x 0=

(1x] () = x Mxg) = 1im [ Z8E) oy

E=0 1xpe

Er volgt dat in de zin van de distributies
2
d - -
(15.7) — [f] =X
ax

Ook als we f opvatten als distributie, en D als de distributie-
differentiatie, geldt dus

(D%F).x = x.(D°F) = 1.

Beschouw ook nog de functie }x| . De distributie-afgeleide van
de tweede orde van E]Xll is 24 . Als nu E een lineaire ruimte is,

zoals beschouwd in stelling 2, dan geldt, in E:

x.(DElxl) = 0.
Immers x.(DZ]XU - DE(X.XX\) - 2D\X\ s

en x.]x| is differentieerbaar, met continue afgeleide, dus D(x.}x|)
is de gewone functie-afgeleide aix\, en Dg(x.lx}) = 2plx|.
Dan volgt ook
2
(15.8) D?\x|= ((D%f).x).D%|x|= (D°r).(x.D%x|) = O.

2 .
Hoewel | x| geen polynoom is, is dus toch D lxl= 0. Gevolg:
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E bevat elementen die afgeleide O hebben en toch niet constant zijn,
in tegenstelling tot de situatie bij de echte distributies. Bl] de
distributies geldt ook wel: {x].Dg[)x{]z 0, en D2{f} CiDx] =1,
maar de stap in (15.8) kan niet worden genomen omdat het product
p2[£].[x] . D?[ix]] niet gedefinicerd is.

16. Deelbaarheid.

Er is toch nog een ultbreiding mogelijk van de definitie van verme-
nigvuldiging van twee distributies, als we tenminste deling als een
soort vermenigvuldiging opvatten. Wanneer we kunnen oplossen, voor
willekeurige F

(16.1) [x].H=F,

dan kunnen we H beschouwen als een soort product X '.F. Inderdaad
blijkt (16.1) oplosbaar; maar er zijn zelfs oneindig veel H die vol-
doen, De uitdrukking X'q.F is dus toch niet zinvol te definieren.

Algemener zullen we aantonen: als F een willekeurige distribu-
tle is, en G = [ g(x)] , waarbij de functie g(x) willekeurig vaak dif-
ferentieerbaar is, en slechts geilsoleerde nulpunten heeft, van ein-
dige orde, dan heeft de vergeli jking

1

(16.2) G.H =F

een oplossing H; en zelfs oneindig veel oplossingen, tenzij G geen
nulpunten heeft. Daarbij beperken we ons uitdrukkelijk tot ééndi-
mensionale distributies.

Indien G(x) geen nulpunten heeft, is het triviaal dat (16.2)
oplossingen bezit: neem maar H= [(g(x))'ﬂj . Het eenvoudigste niet-
triviale geval is dat met g(x)=x.

Stelling 1. Zij F een willekeurige distributie, Er zljn oneindig veel
distributies H die voldoen aan (16.1), en elk tuweetal verschilt een
veelvoud a.d wvan de J -distributie.

Bewl js.

Het bewijs is analoog aan dat van de existentie van zen primi-
tieve. Voor iedere toetsfunctie ¢(x) van de vorm ¢(x)=x.y(x),
v e(D), zal moeten gelden

(16.3) H(¢) = Flv).

Als ¢(x)=x,y(x), dan is ¢ (0)=0. Omgekeerd, als ¢(0)=0, dan
y(x) = ﬂ%?_ continu voort te zetten in x=0, en w(x) blijkt dan,
evenals ¢(x), oneindig vaak differentieerbaar te zijn, d.w.z. yv & (D).
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Alle ¢ & (D) met ¢(0)=0 vormen dus een lineaire ruimte, en wel
een hypervlak van de ruimte (D), bepaald door de lineaire conditie

(16.4) ©(0) = O.

Kies een ¢ € (D) met @O(O)zﬂ. Voor willekeurige ¢ ¢ (D) geldt dan

4 =P+ Xy
(16.5) = ¢(0)
Xoy=¢-20_, wve(D).

Kies een constante a, definieer H(¢O)=a, en algemeen

(16.6) H(g) =n.a + Fly).

Dan is H in ieder geval een lineaire functionaal, gedefinieerd voor
alle @e(D). Als ¢,—0 in (D), dan A= @n(o)——%CL Definieer weer
qn(x)e,(D) door x.y =¢ _-A_¢_; dan zal ook x.1yn(x)-4-0 in (D).
Hieruit kan afgeleid worden dat ¥,—*>0 in (D) zodat chn)—+-0, en
zodoende ook H(@n)~¢-0. De lineaire functionaal H 1s dus ook continu,
ma.w., H 1s een distributie.

Voor iedere ¢ e (D) is ([x].H)(o) = H(x ¢ )=F(¢), dus [x] .H=F.

Als ook [x].H1=F, dan is H, bepaald door H, (¢ )=a,; en

4
H(g)-H (¢) = n(a-a,) = (a-a,) ¢(0) = (a-a,) J(p).

D.w.z. H—H,l is een veelvoud van & .

Gevolg: Iedere distributie H met [x] .H=0 is van de vorm asd .

Stelling 2. Z1J F een willekeurige distributie, en k een natuurlijk

getal. Er zijn oneindig veel distributies H die voldoen aan
(16.7) [x°]. 1 =",

en het verschil van twee oplossingen van (16.5) is een lineaire com-
binatie van ¢ en zijn afgeleiden var orde s k-1.

Bewiljs.

Zi] Hq een oplossing van [x] .H=F"; de algemene oplossing hier-
van 1s dan van de vorm H=Hq+c.3'. De algemene oplossing van
{X2].H=F moet dus voldoen aan

(16.8) {x].H=H,+cd.

2iJ H, een oplossing van [sz.Hzﬂq. Daar [x ]} . J'=-d (zie voor-
beeld op pag.41) vinden we als algemene oplossing van (16.8), d.w.z.
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van [ x°].H=F

H = H2 + ch + c2J”.

Enz.

We zullen nu de algemene stelling bewijzen:

Stelling 3. Zi1j F een willekeurige distributie, en G= [g(x)] ,
waar g(x) een willekeurig vaak differentieerbare functie is, met

slechts geisoleerde nulpunten, van eindige orde. Er zijn oneindig
veel distributies H waarvoor

(16.9) G.H=F.

Het verschil van twee oplossingen van (16.9) is te schrijven als
een convergente reeks van J -distributies en afgeleiden daarvan.
Bewljs.

We tonen eerst aan dat delen door G locaal mogelijk is: ieder
punt x heeft een omgeving Ux’ zodanig dat er een op UX gedefinieer-
de distributie HX bestaat, met G.HX=F op Ux’ D.w.z. voor alle
¢ < (D) met drager in U, moet gelden

Fle) = (G.H)(e) = Hy(g. ¢).

Als x geen nulpunt is van g(x), neem dan voor UX een omgeving

van x waarop g(x)#0, en definieer

Hx((P) = F(%)a

voor ¢ & (D) met drager (¢) < U . Dan is H_ een distributie op U,.

Stel a,,a5,... z1jn de nulpunten van g(x), en zeg de orde van
a,, is kv . Dan heefft a, een omgeving Ua waarbinnen de functile
V
_ _8(x)
n(x) = &L

(x-a,)
een willekeurig vaak differentieerbare functie zonder nulpunten 1is.

%
Definieer H op U door
a, a,

Haﬁ' ({-P) = F(%))

»

. * : .
voor functies ¢ ¢(D) met drager binnen Ua . Dan 1is Ha een distri-

butie op Ua Y i’
Uit stglling 2 volgt dat er ook een distributie Ha op Ua
bestaat, met k, " g g
[ (x-a,) . Hay= Hay .

Op U geldt dan
qy
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k
GH, = [n(x)]. [(x-a)) ”}Hap =[ruxj].H:y= F.

Inderdaad 1is dus (16.9) oplosbaar in een omgeving van ieder punt x,.
Voor het vinden van een globale oplossing van G.H=F kunnen we g8 10
stelling 1 gebruiken.
Daartoe moeten we 2ll=en nagaan: als ¢e(D), en drager (e)
< UXr\Uy, dan is H_(¢)= Hy(@). Maar, als x#y, dan is g(x)#0 op
Ugn Uy. Definieer v (x > o(x)(s(x))7" als xeU U, en y(x)=0
als x:¢ka\Uy. Dan is w<(D), en

Hy (o) = H (g w) = (GH_)(w)=F(y)=(GH

-
X

) (¥)=r, (8 ¥)=H, () .

Aan de voorwaard2 ven £ 10 stelling 1 is dus inderdaad voldaan.

~

Conclusie: er is een distributie H, die op iedere UX samenvalt met
H en dus blijkbaar (globaal) voldoet aan G.H=F.

N

X}
Het verschill van twee oplossingen is een reeks, waarvan de
termen veelvouden zijn van de cGistributies

. I
c -J”) , Osnm « k -1

o J v 34 5
Vv

V=1’2’l'.

Opmerking. Voor meecrdimensionale distributies is de situatie aan-

merkelil jlk gecompliceerder. Fen bevredigend resultaat, analoog aan
stelling 3, 1is in dat geval niet bekend,

Voorbeelden
Beschouw de functie x;qﬂ gedefinieerd door

T o0 als x € 03

(16.10)

X o= X 18 x>0,

Deze functie ig niet loce=l integreerbaar, cen bepaalt dus geen dis-

tributie: de integrual

JRCO —~ 9|
(16.11) / X:] o(x)dx = [ %) ax

is 1i.h.a. divergear,
Zi5 nu H een distributie die voldoet aan
(16.12) [x].H={ux)],
waar u(x) de ecenheidsfuncitie van Heaviside is. Voor V'G(D) is
Hix.v) = ([x].E)(y) = [u(x)]1(y) = f w(x)ax.

Als ¢(x) een toessfunctie 1s, waarvan de drager de oorsprong niet

bevat, zal dus
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OO 2,
n(e) = [ i ax = T p).

Iedere oplossing van (16.11) is dus een regularisatie van de di-
vergente integraal (16.11).

2. Uit [x] .x"'=1 volgt door differentiatie

-1
=1 ) dx
X + [x] C Tx = 0.
=1
Vermenigvuldiging met [x] geeft, dat - %§~—-een oplossing is van
[xjg . H = 1.
ax”" 2
We zullen daarom - A wel aangeven met X ©, Per definitie is
dus
-1
) - !
(16.13) R S O R A

£E~>0 |xl\~>¢&

% (n=1,2,...) de distributie
n-1  n-1,-1

(16.14) 0o (=1) S S

(n-1)! ax™"! (n-1)!

Algemeen geven we aan met X~
n--
)

a” v
7 [log | x1].

3. Het product van distributies 1is, voorzover gedefinieerd, niet
associatief, zoals we zagen in g 15:

N x] = s [x] .8 = 05
en dus
(16.15) FexTpx e xT([x]. ) = o

Zijn echter F en G beide regulicre distributies: F=[f(x)], G=[g(x)],
met f(x) en g(x) willekeurig vaak differentieerbaar, dan geldt wel,
voor willekeurige H,

(16.16) (F.G).H = F.(G.H).

Want

{(F.6).H}(¢) = H(f.g.9) = H(g.T.¢) = (C.H)(f.9) = {F.(C.H)}(¢).

Dit hebben we gebruikt bij de bewijzen van stelling 2 en stelling 3.
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17. De convolutie

Voor locaal integreerbare functies f(x) en g(x) is behalve het
gewone product f(x).g(x) ook nog gedefinieerd de convolutie

(17.1) (fag)(x) = [ t(y)elx-y)ay,

-0
als tenminste deze integraal bestaat, dus in ieder geval als één
van beide functies een begrensde drager heeft. (Dan is immers het
integratie-interval in werkeli jkheid eindig.) De functie f xg is
dan weer locaal integreerbaar, en bepaalt daarom een reguliere
distributie [f«g | . En wel is

[f+g] (¢)

(f xg,0) =Jy‘f(Y)%(X~Y)¢(X)dy dx =
[f(y)}(fé(X-Y) ¢ (x)ax)

1l

Verder is

Jelx=y) p(x)ax = [&(x) ¢(x+y)ax = [2(x)](p(x+3)),

waarbij @(x+y) beschouwd moet worden als functie van x. We vinden
ZOo

(17.2) [fxg] (¢) =[o(v)]([e(x)] (p(x+y)).

Dit suggereert een mogelijkheid om ook voor distributies de
convolutie te definieren, nl. door

(17.3) (Fx0)(e) = P (G (p(xr7))),

waarbij de notatie GX aangeeft dat de functionaal G moet worden sa-
mengesteld met cen functie van x, m.a.w. dat ¢(x+y) moet worden op-
gevat als een functie van x. Evenzo houdt de notatie Fy in dat we
GX(¢(x+y)) beschouwen als functie van y.

Opdat een dergelijke definitie zin heeft 1s het echter nodig
dat, voor iedere ¢ &(D), de functie w(y) = GX(@(x+y)) een toets-
functie is; anders is F(yw ) en dus (F xG)(¢) niet gedefinieerd. Dit
is echter niet voor iedere G het geval; wel geldt

Stelling 1. ZiJj G een distributie, en ¢ < (D). De functies
v (y) = G (¢(x+y)) en L (y) = G, (¢(y-x)) zijn oneindig vaak differen-
tieerbaar. Heeft G een begrensde drager, dan zijn ook de dragers van
¥ en X begrensd; m.a.w. dan geldt we(D) en X (D).
Bewljs.

Als y_ —>V, dan zal @(x+y_)— @(x+y) in (D), en dus

w(y,) = 6 (e(xsy ) = G (p(x+3)) = w(¥).
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Dus w(y) (en evenzo X(y)) is continu, Verder zal, voor h — 0,

V(Y+hn)~ v(y) B Gk:(p(x+h+hn)— @(x+y))

n h

0 ; “'"Gx((P'(X“i'y)):

dus w(y) is differentieerbaar (en v '(y) = G_(¢'(x+y))). Evenzo
vindt men dat de hogere afgeleiden v (n)< ) bzstaan, en dat
Yf( )(y) = Gx( @( )(x+y)). Dus w(y) is willekeurig vaak differen-
tieerbaar. Analoog voor X (y).

Als G een begrensde drager heeft, dan heeft, voor voldoend
grote |y | , de drager van ¢ (x+y) niets gemeen met de drager van

G, zodat dan y(y) = O. Dus dan heeft v (en evenzo Y ) een be-
grensde drager.

Opmerking. Evenzo ziet men: is de drager van G naar rechts (resp.
naar links) begrensd, dan is ook de drager van X (y) naar rechts
(resp. links) begrensd, terwijl de drager van w(y) julst naar
links (resp. rechts) begrensd is.

De uitdrukking (17.3) is dus zinvol als de drager van G be-
grensd 1s. Het rechterlid is dan nl. van de vorm F(y), met
v(y) = Gx(q(x+y))e,(D). Maar dat is ons niet genoeg. Vandaar de
volgende beschouwingen.

Z1J F een distributie en ¢ een oneindig vaak differentieer-
bare functie. A priori is F(e) slechts dan gedefinieerd, als de
drager van ¢ begrensd 1s. Het is echter mogelijk de functionaal F
zinvol uit te breiden tot alle willekeurig vaak differentieerbare
functies ¢ waarvan de drager met drager (F) een begrensde doorsnede
heeft. In dat geval definieren we F(¢) als volgt.

7Zij K een begrensde open verzameling die drager (I') n drager
(¢) bevat, en o(x) een functic in (D) met de eigenschap:

x (x)=1 als x ¢X. (Zo'n functie «(x) bestaat, volgens § 10 lemma
2.) Daar o&(x). o(x) e (D) is F(x.¢) gedefinieerd. We definieren nu

(17.4) Fe) = F(x.¢).

Was ¢ &(D), dan is dit inderdaad de oorspronkelijke waarde
van F in ¢; want dan is ¢(x)- «(x). ¢(x)=0. op een omgeving van
de drager van F, en dus F(p-x.9) = 0 (vgl. § 11 stelling 2),
Verder is de definitie onafhankelijk van de keuze van o(x): is
p (x) een andere functie (D) met g (x)=1 op een omgeving van
drager (F) n drager (¢), dan is «(x) @(x)- p(x) ¢(x)=0 op een
omgeving van de drager van F, en dus F(x¢) = F(B ¢).
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Als 1.h.b. F een begrensde drager heeft, dan 1s op deze wijze
F(¢) gedefinieerd voor iedere oneindig vaak differentieerbare
functie ¢(x). In dat geval is dus Fy(Gx(y(x+y))) gedefinieerd,
voor alle ¢ (D) en voor alle G; m.a.uw. (17.3) is ook dan zinvol.

Als de drager van F naar rechts is begrensd, dan is F(p) ge-
definieerd voor alle oneindig vaak differentieerbare functies ¢
waarvan de drager naar links begrensd is. De verzameling van al
deze functies zullen we aangeven met (D_), en de verzameling van
alle distributies F met naar rechts begrensde drager door (D:).
Evenzo geven we de verzameling van alle oneindig vaak differentieer-
bare functies ¢ met naar rechts begrensde drager aan met (D+), en
de verzameling van alle distributies met naar links begrensde dra-
ger met (D¥). Dan is F(¢) ook altijd gedefinieerd voor F‘e(D:) en
@e(D_).

Als nu F ¢ (D¥) en G e (D:), dan is, voor willekeurige ¢ e (D),
v(y) = GX( ¢ (x+y)) 2 (D_), en dus is F(y) gedefinieerd. Evenzo als
Fe (D) en Ge (D*). Zodoende is (17.3) ook zinvol als de dragers
van F en G belde naar links of beide naar rechts begrensd zijn.

4—4

Definitie. Stel F en G zijn distributies. Als één van beide een

begrensde drager heeft, ofwel als beide dragers naar dezelfde kant
begrensd zijn, definieren we de functionaal F« G door

(FxG)(e) = Fy(GX(@(x+y))),
Stelling 2. De functionaal F % G, indien gedefinieerd, is een dis-
tributie.
Bewil js.

Alleen de continuiteit van F s G is niet triviaal. Stel ¢ —* 0
in (D). Z1j w,_(y) = G, (¢, (x+y)). Voor iedere y en iedere (vaste)
index m geldt: ¢ ") (x+y) —0, in (D), en dus

™) (y) = Gx(mn<m)(X+y))*ﬁ-O-

Heeft G een begrensde drager, dan zijn de dragers van de functies
yh(y), evenals die van de functiles yn(x), uniform begrensd, en dus

volgt
(F#6)(e ) = Fly,)—>0.

Is de drager van G niet begrensd, dan 1s er, in elk van de mogell jke
gevallen, een begrensde open verzameling K die drager (F) n drager
Cwn) bevat, voor iedere n; zij &(x) e (D) met o(x)=1 voor xe K. Dan
geldt: a(x).'wn(x) e (D), en
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u(x).-wn(x) —+0 in (D),

en dus

Voorbeelden.

1. Voor iledere F geldt

(17.5) Fed = % F = F,
Want
(F«3)(g) = Fy(<7<<;>(><+y)) = F o (e(y)) = Fle),
en
(2% F)(p) = I(y) =v(0)
met

v(y) = F,(p(x+y)); dus w(0) = F_(¢(x)) = F(g).

2. Evenzo is

(17.6) Fx J' = P!

en algemeen

(17.7) ra (0 _ pn)
Want

PL((-1)" (™) (x4))) =

= (DM () = ().

F (5P (g(x4y))

(FeeJ(n))(¢) ¥

3. Als we met Jh weer aangeven de J -distributie met piek in h, en
met th de distributie die uit F ontstaat door translatie over h
(dus Jh =T, J), dan geldt ook:

(17.8) Fw&"h—_—cfa—F: T, F.

h h

. Als F= [ £(x)] en G=[g(x)], en FxC is gedefinieerd, dan volgt uit
(17.2) dat

(17.9) [r]se] = [rxe].
Hieruit volgt bijv. dat
(17.10) UxU =[x]. U,

aangezien (u = u )(x) = x.u(x).

5. Als G=[g(x)], g(x) e (D), dan is F =G regulier, en zelfs behoort
F %G bij een oneindig vaak differentieerbare functie:

(17.11) F %G =[Fy(g(x-—y))] :
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Dat X(}() = Fy(g(x-y)) willekeurig vaak differentieerbaar is,
volgt ult stelling 1. De gelijkheid,voor ¢ (D), van

(Fea)(e) = F (fa(x) ¢(x+y)ax) = F_(fe(x-y)p(x)dx)

[2309) = (X s9) = [Fla(x-y))p(x)dx

volgt door de integralen te approximeren door Riemannse sommen.

en

Il

6. Algemener geldt: als ¢(x) willekeurig vaak differentieerbaar
is, en Fﬁwfv(x)] is gedefinieerd, dan is dit een reguliere distri-
butie, behorend bij de willekeurig vaak differentieerbare functie

() = B (9(x-7)).

Het bewijs 1is als in voorbeeld 5, waarbij van een uitbreiding van
stelling 1 gebruik gemaakt moet worden om te bewijzen dat x wille~

keurig vaak differentieerbaar is. We zullen de functie x ook aange-
ven met F % ¢:

(17.12) (F o) (x) = F (o(x-y)).
In deze notatie is dus F x ¢ een functie, en er geldt
(17.13) Felol=[Fxel.

7. Evenals in § 7 geven we de gespiegelde functie ¢(-x) aan met

(¢ @)(x). Als F Q(D:) en ¢(x)e (D ), dan is F(¢) gedefinieerd.
Verder is dan Gﬂ)&(D+), zodat ook de distributie F« [cp] gedefini-
eerd is, en dus ook (voorbeeld 6) de functie Fxe¢p . In dit geval
is

(17.14) F(¢) = (Fxe9)(0).

TImmers

it

(F x6@)(x) = F_{c ¢(x-y)) = F_(¢(y-x)),

N
dus

(Fas¢)(0) = F_(¢(y)) = Fle).

Gevolg: Als F«l¢l= O, voor alle ¢ (D), dan is F=0.

Verder geldt, voor we(D):

(17.45) (F % [s¢))(¢) = Flegxv).
Want

il

(Fx{se])(v) Fy(f?(—x)-y(x+y)dx) =
Fy&f@(x)-y(y—x)dx) =
R

y(((P*\V)(Y’H = F(oxv).

il

il
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Stelling 3. Stel G,F,F_ (n=1,2,3,...) zijn distributies, en

F —>F.
Dan geldt
(17.16) F % G-—>F %G
en
(17.17) G*F —>G=F,

zodra aan één van de volgende voorwaarden is voldaan:
(a) De drager van G is begrensd,
(b) De dragers der F_ zijn uniform begrensd.
(c) .De dragers van G en de Fn zljn uniform naar dezelfde
kant begrensd.,

Bewil js.

Als aan één der voorwaarden is voldaan zijn in ieder geval alle
optredende convoluties gedefinieerd. We zullen (17.16) bewijzen; het
bewijs van (17.17) is analoog.

Zij o<(D), en -y(y):GX(@(x+y)). lle moeten aantonen: Fn(y0->F(y).
Is de drager van G begrensd, dan is v ¢(D), dus volgt Fn(w)-«+F(v)
triviaal uit F_—F. Is aan (b) voldaan, dan zij K een begrensde open
verzameling die de dragers van alle F_ bevat, en x(x)e (D) zodat
w(x)=1 als x &¢K. Uit F —F en «.y&(D) volgt

Foly) =T (e.y)—Flx.yw) = Fw).
Analoog als aan (c¢) 1s voldaan.
Uit stelling 3 kunnen we zonder veel moelte een verrassende

conclusie trekken:
Stelling 4. Iedere distributie F is limiet van een rij reguliere

distributies F_ = Efn(x)] , waarbi] zelfs f (x)e (D) gekozen kan
worden,
Bewijs,

Neem een rij ¢ (x) uit (D) met [ ¢ _(x)]— J; volgens stelling
3 en voorbeeld 1 zal dan

Felo (x)] — Fxo = F.

Volgens voorbeeld 4 is F *[.mn(x)] een reguliere distributie [gn(x)] ,
waarhij gn(x) willekeurig vaak differentieerbaar is.

Neem vervolgens een rij v (x) uit (D) met v (x)=1 als lx| < n
en y_(x)=0 als |x|>2n. Iedere ©e(D) heeft een eindige drager, dus



¥, ¥=¢ als n groot genoeg is. Zetten we £, (x)
is dus

1]
<
ke
~
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]
el
~
[
[oh
o))
3

1im £ = lin =P,
N = 00 [ n} n-iﬂoo[gn]

Aangezien fn(x) ¢ (D), voor iedere n, is hiermee de stelling bewezen.

Stelling 4 maakt het mogelijk de distributies nog op een andere
wijze in te voeren, een methode die analoog is aan de invoering van
de re€le getallen m.b.v. fundamentaalrijen van rationale getallen.
Ga ult van locaal integreerbare functies, of, desgewenst, van toets-
functies, Noem een rij fn(x) van dergelijke functies een fundamen-
taalrij als de rij (fn’ ¢ ) convergeert, voor iedere ¢ <&(D)., Noem
twee rijen f, en g equlvalent als (fn-gn,q)—~>o voor iedere ¢@e(D).
Dan kunnen de distributies ingevoerd worden als equivalentieklassen
van fundamentaalrijen,

Deze methode is vooral ultgewerkt door J.G. MikusifAski (Sur la
méthode de généralization de Laurent Schwartz et sur convergence
falble, Fund.Math.35, 235-239 (1948)) en wordt o.a. toegepast in het
boekje van Lighthill.

Met behulp van stelling 3 en stelling 4 bewiljzen we de commuta-
tiviteilt van de convolutie:

Stelling 5. Als F %G (en dus ook G % F) gedefinieerd is, dan is
FxG=G#=F,
Bewljs,

Als F:[f] en G 1s willekeurig, dan is er een ri] gne.(D) met
[gn]-w+G. Uit

Fxle,] = [f’*gn] - [gn:*f] = [gn] ¥

volgt door limietovergang F « G=G« F, Is nu ook F willlekeurig, neem
dan een rij f_ ¢ (D) met [fn]v~&F en pas stelling 3 toe op

[fJ«C=0c«[f ] .

Met de associlativiteit van de convolutie i1s het anders gesteld:
deze geldt nl. niet algemeen,

Voorbeeld 8. [1] % (¢§'%U) = [1]xU" = [1]+d= [1] , maar

(1lxd)#xU=0%U = 0.

Wel kan men eenvoudlg aantonen:
Stelling 6. Als de dragers van de distributies F,G en H alle naar

dezelfde kant begrensd zljn, en ook, als tenminste twee van de dra-

gers begrensd zijn, geldt
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(FxG)xH =F«(GwH).
Verder geldt:

Stelling 7. Als F « (G gedefinieerd 1s, dan ook F'% G en FxG', en

(FvQ)' = F's G =FxG'.

Bewijs.
(FxG)!' = '« (FuG) = ('wF)xG = F'wG, enz.

Opmerking., Op dezelfde wijze volgt uit (17.8):

(17.78) T (Fxa) = (c, F)= G = Fx T, G.
Voorbeelden
9. Laten we met U™ aangeven het convolutie-product UsxUsx ... %« U

van m factoren U, Er geldt:

Ut o= 5
(UxU)' = U'wU = I«U = U;

en algemeen

(17.19) (U™ - grlm=1)

Er volgt dat

(17.20) (grmy(m) _ 5

In U™ hebben we dus een primitieve van de orde m van 9 gevonden,

10. De algemene oplossing van de differentiaalvergelijking

dr

ax - ¢

heeft de vorm
F = U=xG + constante.
Want (U=G)' = U'» G = %G = G (en aan de homogene vergelijking
F'=0 voldoen alleen de constante distributies: zie 3] 6).
Algemener heeft de differentiaalvergelijking

n
(17.21) SF ¢
dxn
de particuliere oplossing
(17.22) F = (U"") «a.

11. Evenzo geldt: is H een oplossing van de differentiaalvergelij-
king

(17.23) a, =5t ... ta, gz +rafF=7,
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dan is H xG (indien gedefinieerd) een particuliere oplossing van
de vergelijking

n
(17.2%) a IF . .4 9B .p_ g,
dx 1 dx o}

Als de dragers van F en G beide naar rechts begrensd zijn,
geldt hetzelfde voor de drager van F %G, zoals men eenvoudig na
kan gaan. M.a.w. als F e(Di) en G e(Df)
FxG e(D:).

Uit de stellingen 5 en 6 volgt verder, dat (D:), t.0.v. +
als optelling en % als vermenigvuldiging, een commutatieve ring
1s, met een eenheidselement, nl. J (voorbeeld 2). Deze ring bevat
o.a. alle reguliere distributies [« ] ,<p6(D+). Evenzo is (D) een
commutatieve ring met eenheidselement.

, dan bestaat Fx= G, en

We zullen nu nog aantonen, dat deze beide ringen geen nul-
delers hebben (en dus integriteitsgebieden zijn); d.w.z. als
FxG=0, F en Ge(D:‘), dan is F=0 of G=0.

Een dergelijke stelling voor continue functies is in 1924
door Titchmarsh bewezen: als fxg = O, dan is of f(x) of g(x) de
nulfunctie (zie: J.G. Mikusihski, Operational Calculus (Londen,
1959), hoofdstuk II). Op deze belangrijke stelling baseert Miku-
sihski zljn operatorenrekening, die een zekere analogle vertoont
met de theorie der distributies en die voor gelijksoortige pro-
blemen bruikbaar is. We zullen bij het bewijs van stelling 8 van
deze stelling van Titchmarsh gebrulikmaken.

Opmerking: Als de dragers van F en G niet naar dezelfde kant be-
grensd zijn, kan het wel gebeuren dat F£0, G#0 en toch F = G=0,
zoals blijkt uit

(17.25) '+ [11 = o.

Stelling 8. De ringen (Dj) en (Df) hebben geen nuldeler. Anders
gezegd: als de dragers van I en G naar dezelfde kant begrensd zijn,
volgt uit F# G=0 dat F=0 of G=0.
Bewljs.

Stel e.g. F en G a(D:), en laat «(x), p(x)e (D), beide niet
identiek nul. Uit F %G=0 volgt

(P« [x]) = (G =[pl) = (FxG) %([«]&[ﬁ]) = 0.

Daar F«[u] en G%[p] reguliere distributies zijn, die horen bij
continue functies (zie voorbeeld 5), volgt ult de stelling van
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Titchmarsh dat €én van beide nul is; bijv.
F«l«]= 0,
Voor willekeurige ¢ € (D) is dan ook
(7 [91) «[&) = (Fx [a])x[g]= O,

en dus volgt weer uit de stelling van Titchmarsh, omdat F« [¢ ]
weer een reguliere distributle is, behorend bij de continue functie
Fw ¢, en omdat o(x) niet de nulfunctie is,

Fx[gp]= 0.

Aangezien dit geldt voor alle ¢ (D) volgt dat F=0 (voorbeeld 7).
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Correcties betreffende § 1-§ 17.

Op pag.3 regel 9 v,o0,: i.p.v. Rk lees: Rk

regel 8 v,o.: i.p.v. R lees: RY

pag.4 regel 1 v.b.: i.p.v. R lees: RS
regel 16 v.b,:i.p. "bestaan" lees: "bestaan en continu

zijn"
"bestaat" lees: "bijna overal bestaat”
"In geldt" lees: "Er geldt"

pag.8 regel 6 v.b.:

o
o]
< g

regel 8 v,o.: i.p.

pag.17 regel 16 v.o.: i.p.v. ?(x+k(n) lees: ¢(x+k(n))
L. n n
regel 4 v,o.: 1.p.v.-y(h1+kq( ) lees:‘w(h1+kq( ))
pag.20 regel 2 v.b.: 1.p.v. G'(¢)lim lees: G'(¢) = lim
@ £&—-+0 oo} g0
pag.23 regel 4 v.b.: i.p.v. F V lees: (J V
n n
n="1 n=",
pag.24 regel 12 v.o.: 1.,p.v. "begrensde" lees: "gesloten begrensde"
pag.25 regel 8 v.b,: i.p.v. Wm lees: VG(m)
regel 10 v.b.: l.p.v. W lees: drager (wm)
pag.26 regel 5 v,b.: i.p.v. "begrensde" lees: "gesloten begrensde'
pag.31 regel 5 v.b.:i.p.v. % lees: [ %]
regel 7 v,b.: i,p.v. 1 o lees: [17]
regel 11 v.b.: 1.p.v. 142} cos nx= Eﬁo e tees:
. n= 1 N=-0C0
[ 142 Z:cos nx|= [ z: e 1nx ]
N=-00
regel 13 v.b.: i.p.v. 1 lees: [1]
regel 5 v.,o.: i.p.v. "de partiele sommen weer uniform be-

brensd zijn" lees: "de reeks uniform convergeert op ieder
interval dat geen geheel veelvoud van w~ bevat'

regel 2,v.o0.: i.p.v. (log)2 sin %)‘ lges: (logl2 sin %}):
a X
pag.32 regel 16 v.b.:}i.p.v. ;%E lees: ;ﬁ¥§
b b
i.p.v. 8 lees: n
n2k ‘ nk+2
113 i n lees °n
rege V.0.:t1.P.V. —m¢ o
nbk nb+
i.p.v. ’2% lees: "E%?
n n
regel 12 v.o,: 1i.p.v. 2k lees: k+2

pag.33 regel 4 v.o.: i.p.v. < lees: <«



pag.35
pag .37

prag.38
pag .4
pag .44
pag .45
pag .49

pag .54

regel
regel

regel
regel
regel
regel
regel
regel
regel

-6

Tv.o.r ipv. @ (x) lees: ¢
12 v.b.,: i.p.v. "convergeert" lees: "een fundamentaal-
rij is"
i.p.v. "is ook de" lees: "is er een"
3 v.b.: i.p.v. (D) lees: (D™
9 v.o.: i.p.v. "Stelling" lees: "Stelling 1"
15 v.b.: i.p.v. 1 lees: [1]
3 v.b.: i.p.v. 1 lees: [1]
7 v.b.: i.p.v, 1 lees: [1]
10 v.,o.: i.p.v. 1 lees: [1]

5 v.o.: 1.p.v. (F'le¢l) (@) lees: (F*{s¢])(y)
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18. Aanvullingen en voorbeelden

1. Distributies met complexe waarden.

De ruimte (D¥) is in § 3 gedefinieerd als de verzameling van
alle functionalenop de ruimte (D) der toetsfuncties. Onder een
functionaal F op (D) verstonden we daarbij een toevoeging van een
re€el getal F(¢) aan iedere ¢ e(D). Dat betekent, in een iets nauw-
keuriger formulering, dat we steeds re&le functionalen beschouwd
hebben.

We zouden ons kunnen afvragen wat voor wijzigingen de theorie
zou moeten ondergaan als we eens complexe functionalen F gingen be-
schouwen, toevoegingen van een complex getal F(¢) aan iledere ¢ (D).

In feite levert dit ons niets nieuws. Immers, als F zo'n com-
plexe functionaal is, dan kunnen we, voor iedere ¢ <(D), het com-
plexe getal F(@) splitsen in een reé&el en een imaginair deel:

F(¢) = a+bi;

daarbij hangen a en b elk van @ af. Dat kunnen we aangeven door
e.g. te schrijven: a=G(¢), b=H(¢). Dan geldt dus

(18.1) F(e) = G(g) + 1.H(ep),

voor iedere ¢ & (D), Maar dit betekent dat we de functionaal F
geschreven hebben als G+1iH, waar G en H re&le functionalen zijn.

Definitie. Een complexwaardige distributie is een complexe functio-
naal F=G+iH op (D), zodanig dat de bijbehorende re&le functionalen

G en H (gewone) distributies zijn.

Voorbeeld 1.
Beschouw de functie x: (waar ~ =s+it een complex getal is) ge-

definieerd door

= 0 als xg 0O
(18.2)

= X“ als x> 0O,

+ »+ ¥

Deze functie is locaal integreerbaar als s> -1; want als x>0, dan

is '
X: - % = K& xFT LT 1T 108 X xs:{cos(r log x)+ 1 sin(= log»x)},
en zowel xi cos(t log x) als xf sin(t log x) zilJjn locaal integreer-

baar voor ¢> -1.
Er wordt dus een complexe functionaal gedefinieerd door de toe-

voeging
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+00
P —> f;) W(X é X COS(T log x) @(x)dx +
+ 1 fooiysin(r log x) ¢(x)dx.

0
Omdat deze functilonaal te schrijven is als combinatie van twee

distributies

G

[ xf cos(t log x)] + i[jx+ sin(t log x)]

ii hij een complexwaardige distributie, die we zullen aangeven met
X+.
A
De distributie X+ is volgens het voorgaande gedefinieerd voor
ieder complex getal 2 met Re a > -11. Dat betekent dat we hier te ma-
ken hebben met een schaar van distributies, afhangend van de para-

meter A . We kunnen dus trachten de theorie van § 14 toe te passen.
Zo kunnen we eenvoudlg nagaan dat Xm'contlnu afhangt van A ; en
zelfs, dat X differentleerbaar is naar A
X -X
1im + T+

A > -
Ny A=A

bestaat, als “o en alle A een refel deel > -1 hebben. Om dit na
te gaan behoeven we nl., alleen maar te constateren (volgens 8 14
stelling 3) dat - =
X =X

A

oo A 0
lim ~1L—-—) (w) = 1lim /. X =X @(x)dx,

?\’*7‘0 A - 7\"1"7\0 0 7\_7\0

bestaat voor iedere ¢e(D).
Bijgevolg is X: een analytische schaar van distributies, ge-

PN .
definieerd voor Re Ay -, Maar dan kunnen we X+ door analytische
voortzetting ook voor andere waarden van » definié&ren.

Nu geldt voor Re A » -1, en voor willekeurige ¢e(D)

., o

‘é x (x)dx = 4' X @p(x)dx + jhx ¢ (x

il

(18.3) 4 x S”X)dx+f { ¢(x)~ ¢(0)-x ¢ *(0)-..

n (i~1)
_ X (n-1) ; ® (0)
eI A v ey
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Het rechterlid van deze identiteit is een analytische functie, ge-
definieerd voor Re A > -n,A #-1,-2,...,-(n-1). Doordat de identiteit
bij analytische voortzetting behouden blijft, volgt, dat < X:,<p>
analytisch is voor A#-1,-2,-3,... Dus ook de complexwaardige dis-
tributie X+ is gedefinieerd en analytisch behalve als A=-1,-2,...;
in deze punten heeft X:\enkelvoudige polen, zoals ook blijkt uilt
(18.3). Daar het residu van de functie « X:,<P> in a=-k, volgens
(18.3), het getal (k'q>(0)

(k=1)!

¢

is, heeft de analytische schaar X: blijkbaar in A =-k tot residu

de distributie
(_1)k-1

(k=1) !

) J(k-ﬂ)‘

N
Evenals iedere andere distributie is X+ differentieerbaar;
de distributie-afgeleide wordt zoals gebruikelijk gedefinieerd door

ax
+ EN '
< dX s CP > = "'<X+, ﬁD > .
| ax e
Men zou kunnen vepwachten dat % = A X+ . Dat dit inderdaad het

geval is, is zeer’eenvoudig in te zien: als Re A > 0, dan zijn zowel
A A= . . . . :
X+ als X reguliere distributies, en
o

+
8 xM_ 4 x?‘]—[—-——dx+]—[7\x7"1]—7\}(7\’1
dx T+ T dx + 47 dax - + - + -

Daar deze identiteit bij analytische voortzetting behouden blijft,
geldt dus voor alle A#-1,-2,-3,...

Voorbeeld 2.
We beschouwen de functies log(x+iy), vy >0, waarbij we stellen

(18.4) log(x+1ly) = log |x+iy | + 1 arg(x+iy),

met O<arg(x+iy)s ™ , y>0, Voor elke y >0 is dit een locaal inte-
greerbare functic van x , die een complexwaardige distributie be-
paalt:

(18.5) { 1og(x+iy)}= %[1og(x2+y2)]+ i[arc tg %:].

Voor y—s+0 convergeert (18.4) naar
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(18.06) lpg(x+io) = log le + iwu(-x),

waar u de eenheidsfunctie van Hoaviside 15, en ook ¢it is een locaal
integreerbarc functie, die cen distributie bevaalt. Aangezien
log|x+iy | monctoon nadert tot log |x| , en arg(x+iy)— wu(-x) terwijl
het 1n absolute waarde bagrensd hliyft (door =), kunnen we § 12
Stelling 1 tocunasscn en concluderen :

lim [log(x+1y)] = [log(x+1o)] .

57— +0
Hicrult volpt door differentiatie
g

(15.7) lam { N [1og(x+io)}' =x ) i
Y o= +0 |, X+ily

(vgl.18.0). Dat beteckent, dat voor iedere @ e (D) geldt

o o .
lim \f e(x) dx = Jﬂ ?LX)"r?(”“) dx - 17 (0).
y — +0 o x+iy 0 *

2. Verandering van toetsruimte

Ve hebben ong i1n het voorgaande voornamelijls beziggehouden met
continue lincawire functionalen op (D): de dastributies. Maar
functionalchop andcecre ruimbten zijn toch ook al ter sorake gekomen.

(a) De ruimte (C) van alle continuc functiss mct begrensde dra-
ger omvat (D). Tedere continue lincaire functionaal op (C) is een
distributic (cf. g 3). D.w.z. de ruwmbc (C*) van alle continue line-
aire functionale op (¢) is bevat in (D%).

(b) De ruimte (DU) van allce toctsfunctices ¢ £(D) met drager
binnen de verzameling U is bevat an (D). Cen continue lineairce func-
tionaal oo (D”) hecet ner definitie cen distributie op U, maar 1s
nict noodzzkcilyk cen distributie on geheel R™. Vel is het om ekeerde

A

waar, icdcere clstributic 1g ook cen distributie op U, d.w.z.
¥ B
(DY) < (DU)“

In het alpcmeen hebben we het volgende. 71ij (1L) een lineaire
ruimte van rells functies, d.w.z. als fqe.(L) en f, ¢ (1), en als
a.b reéle getallen zijgn, dan af +bf, s (L). zij verder op (L) een
convergenticheprip gedefinieerd. Dan kunnen we weer spreken over de
ruimte (L) van alle continue re&le functionale op (L).

Als nu
(18.8) (D) ¢ (L),

terwijl convergentie in (D) ook convergentie in (L) impliceert,i.e.
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als @ -+¢ in (D) dan zeker ¢~ in (L), dan geldt
(18.9) (L") < (D™).

Dit is de situatie in (a). Als echter

(L) «(D),
waarbij nu de convergentie in (L) de convergentie in de zin van
distributics tot gevolg heeft, dan geldt

(D) e (L%,

Van deze tocstand hebben we 1n (b) cen voorbeeld,
Het bewijs 1s in beide gevallen essentiecel gelijk aan dat van

de stelling in § 3.

De cerste der beide situaties treedt hcet meest op. Met een be-
langrijlc voorbeeld zullen we ons uitvoerig bezighouden, Daarbij be-
staat (L) uit alle oneindig vaak differenticerbarsc functies  die
in het onecindige sneller dan alle machten van x naar nul gaan (de
"good functions' bij Lighthill). En ¢_—> ¢ in (o) betekent:

o () (k) 1

n

, uniform in %, voor willekeurige ordce van differentia-
tie k. In dit peval bestaat (Lﬁ) ult de digtributiecs waarop we

Fouricrtransformatie kunnen toepassen.

Een ander voorbeceld wordt geleverd door ¢o ruimte (E) van alle
oneindlg vaak differentieerbare functics ¢~ ¢ L0 (E) betekent
weer @n<k>-w+ ¢(k>, uniform in x. voor allzs k. Oolt hier geldt:

(E¥) « (D"). e bewijzen:

Stelling 1. (L) bestaat uit alle distributics met begrensde drager.

Bewljs.
1) 213 T e(B¥) . Dan 1s dc drager van 1 begrensd.,

Want anders was er een rig @n(x) a2 (D) met de exgenschappen

Deze rij convergeert naar O in L. Omdat T & (%) moet dus T(@n)~ﬁ-0.
Tegenspraall.

2) ZiJ T een distributie met begrensdc drager. Dan is Te (EY).
Nauwkeuriger uitgedrukt: er 1s cen S e (E¥) dic op (D) met T overeen-
stemt. Zij «(x) e (D) een functie die op de drager van T de waarde 1

aanneemt; dan lunnen we S defini&ren door
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S5(¢) = T(o-¢) voor ¢ & (L).

Het 1s duidelijk dat dan S een continue lincaire functionaal is op
(E)s i.e. 5 Q(E*)I en dat ::3(('0) = T(qg) voor ?6(1)).

Als derde voorbeeld (voor ons van minder belang) beschouwen we
de ruimten (L°) (p 1) die bestaan uit allc meetbarc functies £(x)
waarvoor J'If (x) ﬁp dx eindig is. We definidrcn convergentie in (Lp)
m.b.v. deR(Lp) norm

(18.10) Fell, = ([le()]? ax) 7 .

En wel z1j f —f als !}fn-fn0~a-09 Dan is 1nderdaa§ (D) (Lp),
en ¢ —» ¢ in (D) dmpliccert ]{mrfﬂwﬁlj~+-0.1)us (L° )Ye (D*): icdere
continue lineaire functionaal op (L) 15 cen distributie.

Het dis belend dat isdere continue lincaire functionaal aop (Lp)

te schrijgven is als ecen toevoeging
f*+(ﬂg)=ffwﬂdxmx

a

met

/}
D
cen distributirc:

waar g & L + % = 1. Bijggevolg definicert zodere ge (02), g3

(15.11) (L9 « (%),

Tenslotte noemen we nog de distributies van cindige orde. Als m

een natuurlijk getal is, geven we met (Dm) aan dc verzameling van alle
reg€le functics ¢ (x) met begrensde drager, dic m maal continu differen-
fieerbaar zijn. Ve definiéren: @ —>¢1n (Dm) als er een begrensde
verzameling X is die de dragers van allc wq omvat, terwigl
@n(m)(x) (), uniform in x. (Dan geldt ool P '>(x)w+-¢( )(x),
uniform in x, voor k=0 1,2,....m). Lr geldt vcer: (]) (™), en als

D).

m*

De distributies
uit (D
Voorbeelden van distributics van cindipe orde zign de OLSLPLbUtle—

=000

) heten van orub < m,

afgeleiden van eindige orde van regulicre distribubtles: als F=
, . ax™
€t cen continue lincairg

il

)
(18.12) 7o) = (»1)mv[@(m)(x) P(x)dx.

Het omgckcerde geldt ook:
Stelling 2. Do dastributics van cindige orde zign juist de distributie-

dan kan P gemalkkelijk uitgebreid worden to
. ¥ I
functionaal on (DM): stcl maar, voor ¢e (D

afgeleiden, van eindige orde, van reguliere distributiecs.
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Wij zullen deze stelling niet bewijzen, evenmin als de volgende:
Stelling 3, Iedere distributie met begrensde drager 1s van eindige
orde,

Een voorbeeld van een distributie die niet van eindige orde is,
wordt geleverd door

cO
8. _ g(n)
(18.13) T n};@ .

Het 1s zondecr mecer duidelijk dat deze distributic geen afgeleide van
eindige orde kan zijn van een reguliere distributie. Maar locaal is
hij dat wel: op iedere begrensde verzameling zijn slechts eindig
veel Jhn) van betekenls, en daar stemt T dus overcen met een distri-
butie van cindige orde,

Algemecen geldt:

Stelling 4. Iedere distributiec is locaal cen cistributie-afgeleurde,

van eindige ordc, van cen regulicre distributirc.
Bewijs.

21) F zen willekeurige distributie., Als U een begrensde open
verzameling 1s, ¢n o(x) e (D) 13 cen toctsfunctie met w(x)=1 voor

x e U, dan is
Fle) = e @) = (&) ()

voor iederc ¢ = (D) met drager binnen U. Op U stemt I dus overeen metb
de distributic o', Maar oF heeft cen begrensde drager, dus oF 1is
een distributic-afgeleide van eindige orde van cen rcgulicre distri-

butie, volgens stelling 3 en stelling 2.

Tot slot bewijzen we
Stelling 5. Icdere distributie F is de som van cen convergente reeks

van distributic-afgeleiden van regulicere distriduties:

(18.14) Po S dn[f}
e | =1 dx" ns
Bewljs.
De gehele Rk kan worden overdelkt door een rij hegrensde ODEn ver-
zamelingen U (e.g. U, ={x:|x|{<n }} olg ns § 10 lemma 4 zijn er dus
functies mn( ) e (D), zodanlg gat §:<x = 1 voor alle x ¢R". Voor

willekeurige ¢ € (D) 1s 0=l

oY) .
wle) =7 Tge) - T Rlage) - L w0
n="1 n="1

dus F = Z: o I* “n idedere x, ' heeft een begrensde drager c¢n is dus

egen distrlbublewafgeleide, van zckere orde, van een reguliere distri-

butie.
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19. Fouriertransformatie van functies. De ruimte S.

1. Notatile-afspraak,

Wanneer we werken in Rn wordt met x zoals gebruikelijk een punt

. n . 2, 2 2\%
(x,5%55...,% ) van R bedoeld; daarbij is |x| = (2, 4x, kL 4x )2

Is Y=(y4,y2,...,yn), dan definié&ren we

3

CEY > = XY EAST XY

De letters p,q,r zullen we reserveren om n-tallen niet-negatieve
gehele getallen aan te geven:

p = (p/lﬁpg.""‘:pn)) q = (q/l:qu---:q )3 r = (Y‘,]:Pg;---;l“n);

n

in afwijking van het voorgaande stellen we daarbij
lol=p, + 05+ ... + .
We schrijven p 2 g wanneer
P42Q45 Po?dpse.e,D, > A

en geven met p! aan het getal

Lvenzo is x° een schrijfwijze voor

P P p
P _ ‘l 2 n
Xt = X,l X2 SRR .

De notatie DF is een afkorting voor

+0At. o P

/I 0/1 =
(19.1) 5T 5
wa/l x2 ..Jaxn

P, P P
]ax 2..$Xn n

2%, 2

Deze notatie, ingevoerd door L. Schwartz, geeft aanzienlijke
vereenvoudigingen. Bijvoorbeeld kunnen we een polynoom P in
X sXpse X 5 Van de graad k, nu schrijven in de vorm

(19.2) P(x) = 2. axP,
]p] s Kk
De reeksontwikkeling van Maclaurin van een functie
f(x) = f(xﬂ’XE""’Xn) van n variabelen krijgt de eenvoudige en
vertrouwde vorm

b
e’

|

T °

o]

f£(x) =2_DP £(0) -
P
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Wanneer P een willekeurig polynoom in xq,xg,...,xn 18, zeg
gegeven door (19.5), dan geven we met P(D) aan de differentiaal-

operator

(19.3) P(D) £ = ,_ a_ DPr.
lplsk P

/A

2, Fouriertransformatie.

2ij £(x) een functie op R", die absoluut integreerbaar is:
g; l£(x) ] dx < o
(i.e, fE,L]). Dan convergeert, voor iedere y, de integraal

(19.4) }{n £(x)e BT AT g L g(y).

De functie g(y), die we op deze wijze verlirijgen, heet de fourier-
transform van £(x); hij wordt ook weergegeven door % (f). 0ok
schrijven we wel: f .l o,

De functie g(y) is continu op R”. Bovendien is hij begrensd;
en wel geldt

(19.5) hel < Izl

Hierbij is “g“oo een notatie voor sup ]g(x)]. De uitdrukking ﬂfﬂ

1s gedefinieerd in § 18: X &R,

uf\\1 - j; | £(x)]ax.

R

3. Welke eigenschappen heeft deze functie g(y)?
Neem eens aan dat g(y) differentieerbaar is, zeg naar y, en dat de

differentiatie in (19.4) achter het integraalteken mag gebeuren:

%gﬂ‘z _[ f(x)e"EWi':x’y>.(*2wix )dx
1 n !
R
Dit is in ieder geval correct als niet alleen fe.Lq, maar ook
X feiLq. In dat geval blijkt 98 ook een fouriertransform te zijn:
1 Eyq ——
: 38 _ OF (s
Dan volgt, dat ook g%i continu is, en begrensd; en evenals in (19.5)
1

hebben we

/]
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250 e e,

. 7
Als nu niet alleen fel en qu alp, maar zelfs x°fe Ln, voor alle
p met [p\ ¢ k, voor zekere k, dan kunnen we het voorgaande gaan

herhalen. Ve vinden dan dat g(y) k maal differentieerbaar is, met

continue begrensde afgeleiden. In wel vinden we inductief dat voor
al deze p

(19.7) (-2 ix)P ¢ ﬂ DPg
zodat
(19.8) I 2%l oo I (-2mi)Pe ]l

volgens 19.5. Als P(x) een willekeurig polynoom van graad s k is,
dan volgt verder dat

¥
(19.9) P(-2wix)f — P(D)g.

Daartoe gebruiken wij dat de toevoeging # 1lineair is:
(19.10) (ot +pg) =axF(f) + pF(g),

zoals onmiddellijk uit (19.4%) blijkt.
Tenslotte concluderen we: (A) als xP.f ¢ L' voor iedere p, dan

is g(y) zelfs oneindig vaak continu differentieerbaar, en alle afge-
leiden zijn begrensd.

Y. Wat gebeurt er, als we niet g(y) gaan differentieren, maar f(x)?
Laten we eerst het 1-dimensionale geval nemen, en laten we aannemen
dat zowel £ als £' continu is en tot L' behoort. We willen het ver-
band onderzoeken tussen

+00 .
gly) = £(x)e T gx
- 00
en
+Q0 .
(19.11) n(y) = [ 1r(x)e e Vax,
-00

Hulpstelling. Zij f(x) een continue functie van één variabele, met

continue afgeleide, Als fe.Lq en f'e qu dan is 1lim f(x)=0, Bijge-

volg geldt @




X 0 .
(19.12) £(x) = [ ri(t)at = -[ t1(t)at,
-0 X
terwijl
+00
[ Ter(t)as = o
-0
Bewijs.
Er geldt -
f(x) - £(a) -.-f £r(t)dt
a

Aangezien f'e.Ll heeft het rechterlid een eindige limiet voor
X —- 00. Dus bestaat 1lim f(x), en deze limiet is eindig. Dan
moet deze limiet 0 zi}n, Shdat £ zelf ook tot L' benoort.

Kies nu een vast v#£0. Doar partieel te integreren vinden we

. +00
+00 A ~2%iXy
B(y) = [ n(x)e™ ™ Vay 2 op(x). £ +
-Q0 -27ly -0
] ~[+a3f,(x)e—2w1xy o \/+a)f'(x)e-2Wixde= N .
~® -2 iy erely -0 enly

M.a.w. voor iedere y#0 geldt

(19.13) 2miy-g(y) = h(y) = ¥ (£1);

omdat beide leden van (19.13) continue functies zijn, blijft deze
gelijkheld gelden voor y=0. Toepassing van (19.5) geeft voorts

(19.14) | emiyg(v)] < Hf'nll .

Beschouw nu het algemene geval van een functie £ van n varia-
belen (n willekeurig). We nemen aan dat f en g%i-beide continu zijn
en tot L behoren. Voor vaste y met y1¥0 zeldt " dan

s 2L (XY ote . +X V)
-2 2 e
(19.15) g(y)= '[ Fx)e aTeX, Y 0 | d{ ..‘J[e 2 n'n’dx
e
00

rD i
+ -2m1x1yq

-ondx J’ f(xq,xg,...,xn)e SESP
-00
volgens de stelling van Fubini, met dien verstande, dat de laatste
integraal bestaat voor bijna alle XE""’Xn’ en dat slechts voor
die xg,...,x de gelijkheid (19.15) juist is. Passen we het voor-
gaande toe op de laatste integraal, dan vinden we dat voor bijna



alle XE"“"Xn

=27l (x To..+X
2Wiyq-g(y) - ]:-'er ( Y5 hyn)dxg,..dx
n-71 +00 -2 ix
R of . XV
J iy (Sqaeeoxy)e ax,, .

Door de stelling van Fubini nu in cmgekeerde richting toe te passen
vinden we

(19.16) 27ﬁiyq.g<y) = Jﬁ"g{ f.(x)e~2wi<x,y> dx |
R R

We hebben (19.16) bewezen voor yqﬁo. Beide leden zijn echter
weer continu, en dus geldt (19.16) ook voor v,=0. Algemcen geldt dus
(onafhankelijk van het aantal variabelen): als f(x) en £'(x) continu

z1ljn en tot L/l behoren, en als

73
(%) ——s g(y)
dan zal -
°f i/
55 > (2n1y,)-g(y).

Uit (19.5) volgt dan dat

I 2=y el < hereol,

Stel nu dat DPf bestaat, continu is en tot L1 behoort, voor alle
p met |p| < k. Dan vinden we door inductie dat

. F oD
Df —— (271y) s(y),

zodat yp.g(y) begrensd is, voor | p| ¢ k. Algemener geldt: als P(x)
een willekeurig polynoom ig van graad ¢ k, dan zal

(19.17) P(D)f —— P(2wiy)-g(y).

Tenslotte concluderen we: (B) als £(x) willekeurig vaak continu

differentieerbaar is, cn alle afgeleiden van f(x) behoren tot Lq,

dan is y”.p begrensd voor iledere p.

5. Als we de conclusies (A) en (B) combineren vinden we het volgende:
stel xP.r elﬂ, voor iedere p, en stel f£(x) is willekeurig vaak con-

. . T s
tinu differentieerbaar, met alle afgeleiden in L ', Zi] g(y)=%(f).
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Dan is yp-g begrensd, voor alle p, en g(y) is oneindig vaak conti-
nu differentieerbaar, met alle afgeleiden begrensd. Dit resultaat
toont een zekere (onvolledige) symmetrie. We gaan trachten deze
symmetrie vollediger te maken.

Daartoe voeren we eerst in het begrip gedempte functie.

Definitie. Zen functie f(x) heet gedempt als hij in het oneindige

sneller naar O gaat dan iledere rationale functie; i.e. als er voor
iedere p » O een constante Cp bestaat zodanig dat

@(x)} § ¢, voor alle x¢R".

. ) A .
Verder gebruiken we de notatic ¢ voor de verzameling van alle

functies op R die m maal continu differentieerbaar zijn, terwijl
00
C

continu differentieerbaar zijn. Uce defini&ren

de verzameling weergeeft van alle functies die willekeurig vaak

Definitie. 2ij (3) de verzameling van alle ¢ e ¢ waarvan alle
afgelelden gedempt zijn.

Het i1s duideligk dat (S) weer een lineaire functieruimte is.
We zullen het volgende "symmetrische' resultaat aantonen: als
p(x) e (3), dan Qf(qﬁ ¢ (S). Anders gezegd: ¥ beeldt (8) in zichzelf
af. Later zullen we zelfs zien dat de ruimte (3) door ¥ 1.1 op
zichzelf wordt afgebeeld.

Lerst moeten we echter de definitie van (S8) nader analyseren.
Er geldt:
Stelling 1. Laat ¢ ¢ C~ ., Dan

pe(s) < qup(p begrensd op R, voor alle p,q
&> Q(x)P(D)ey " ", voor willekeurige polynogen
< P(D)a(x)e " o, " " o

Bewl js.
Het is duildelijk dat de cerste twee criteria equivalent zijn
met elkaar en met de els in de definitie van (S). Aangezien iedere
functie P(D) Q(x)¢ een eindige lineaire combinatie is van functies
van de vorm Q (x) P*KD)qv, waarbij P", 0 weer polynomen zijn,
volgt uit ¢ ¢(S) dat altijd P(D) Q(x)¢ begrensd.
Omgelkeerd is echter iedere functie Q(x) P(D)¢ een lineaire
combinatie van functies van de vorm P (D) @™(x)e
inductief te bewijzen is. Als dus steeds P(D) @

, zoals eenvoudig
(x)e Dbvegrensd is,
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dan zal @ ¢(S).

Stelling 2. Als ¢ (D), dan geldt
(1) a(x) P(D)ep e Lq, voor willekeurige polynomen P,Q;

(2) P(D) a(x) ¢ ¢ Lq, voor willekeurige polynomen P Q.

Bewijs.
Kies willekeurige P,Q. Ook (1+{x12)n a(x) P(D)e is weer van de

® e
vorm @ (x) P (D)¢ , dus begrensd, zeg < M. Dan volgt

(]

19.18) Q ¢ —
( la(x) B(D)¢| TR
/‘

Het rechterlid heeft een eindige integraal; dus Q(x) P(D)eelL .
Voorts zijn de ultspraken (1) en (2) wecer equivalent.

Opmerking. Omgekeerd geldt ook: als e ¢® en ¢ heeft de eigenschap

(1) (of de equivalente eigenschap (2)) dan ¢ e (S). Wij zullen dit
niet bewljzen, en ook niet gebruiken.

Nu volgt eenvoudig
Stelling 3. Als ¢ < (S8), dan % ¢ e(3).
Bewi js.

Als ¢ e(8), dan ¢ & C™; dus P(-27ix)g e C
P ook gelozen is. Uit conclusie B volgt dan dat y3. & (P(-2wix)e)
begrensd is, voor alle g. Maar volgens (19.9) is

oo’ hoe het polynoom

7 (p(-2=ix) ¢ ) = P(D) ® (%)

zodat volgt dat Q(x) P(D)@ begrensd is, voor alle P en Q.

|

Verder is xp.qaeL/, voor alle k, volgens stelling 2, en dus 1s

F (¢)e %9, op grond van conclusie A.

6. In plaats van de integraal (19.4) kunnen we bestuderen

(19.9) ‘/ f(x)e+2ﬂi<:x’y>'dx = h(y).
n
R

Ook deze integraal convergeert voor alle y, als f ¢ Lﬂ.

h(y) geven we aan met %(f). De operator W heeft overeenkomstige
eigenschappen als de operator 9F3 i.h.b. beeldt & ook (8) in zichzelf
af.

De functie
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Tamme distributies

tle hebben ingevoerd de functieruimte (S), bestaande
ult alle willekeurig vaak continu differenticerbare functies
@ (x) met de eigenschap dat

x% . DP ¢ (x)

begrensd is op R voor iledere keuze van p en g.

Op deze functieruimte willen we continue functionalen
beschouwen. Dat kan alleen, als we in (S) een convergentie-
begrip invoeren., Daarvoor kiezen we het volgende.

Definitie. Wanneer ¢(x), ?1(X>: @2(x),... (S), dan zeggen
we dat

o ¢ in (8)
indien geldt, voor ledere keuze van p en q

(20.1) x? . DpP @n(x)—+-xq . DP e(x),
zulks uniform op Rn.

Na deze definitie is het zinvel te spreken over con-
tinuce lineaire functionalen F op (S). De verzameling van
alle continue lineaire functionalen op (S) geven we aan
met (S%).

Het is duidelijk dat (D)< (S). En, als
p(x), wq(x), qg(x),...e(D) en @ —@ in (D), dan zeker
@, ¢ 1in (S). Volgens § 18 kunnen we dan schrijven:
(S¥*) « (D¥). Nauwkeuriger gezegd: iedere continue lineaire
functionaal F op (S) gedraagt zich als een continue line-
aire functionaal op (D). We kunnen de F e(S*) dus beschouwen
als speciale distributies, Deze distributies zullen we tamme
distributies noemen (L, Schwartz noemt ze "distributions
tempérées” of 'distributions & croissance lente'; het zijn
de enige distributies die Lighthill beschouwt).

Niet iledere distributie is een tamme distributie, Zo
definieert (in het geval n=1) de locaal integreerbare
functie e* een reguliere distributie [e*]e(D*). Deze dis-
tributie [e” ] behoort niet tot (S¥). Want de integraal

Jﬂex ¢ (x)ax .
convergeert niet voor iedere ¢ ¢ (S) (neem maar @(x):eﬂzx) en

men kan aantonen dat [ex] ook geen niet-reguliere voortzet-
ting tot geheel (S) heeft.
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Omgekeerd is het eenvoudig voorbeelden van tamme distribu-
ties te geven. Zo is iledere reguliere distributie [P(x)] s waar
P(x) een polynoom is, tam: als ¢,~>¢ in (3), dan zal
P(x) @,(x)—>P(x) @(x), uniform op R, en dus’

[2C)1Ce,) = [2(x)e, (x)ax— [B(x) e(x)ax =[P(x)](¢).

Algemener wordt een (reguliere) distributie gedefinieerd
door iedere tamme functie.

Definitie. Een functie f£(x) op R” heet cen tamme functie indien
hij gema joreerd wordt door een polynoom, d.w.zZ.

(20.2) f(x) = (1+x12+x22+...+xn2)k g(x)

voor zekere k en zekere begrensde g(x).

Voor iledere tamme f(x) en ledere ¢@e(S) is de integraal
(f, ) gedefinieerd; want, als we f(x) schrijven in de vorm
(20.2), dan is

(20.3) (f, o) =‘[f(x) @(x)dx =~[g(x).(1+x12+...+xn p(x)dx.
2 2 2)k

Omdat ¢ e(S) is (’1+x,l TR T o(x)e L' (zie § 19 stelling
2); daar g(x) begrensd is, volgt dat de integraal in het rechter-

2)k

1id van (20.3) convergeert,
Het is duidelijk dat ¢ —»(f,¢) een continue lineaire functio-
naal is op (S). Dus:

Stelling 1. Iecdere tamme functie f(x) definieert een (reguliere)
tamme distributie [f(x)]:

[e(x)] (@) = (£,9) voor @e(S).

We kunnen onze klasse van voorbeelden van tamme distribu-

ties nog uitbreiden door gebruilk te maken van

Stelling 2. Als I cen tamme distributie is, dan ook iledere af-

geleide van F,

Bewijs.
Natuurlijlk is oF weer een distributie; we moeten aantonen

XK,
dat Eﬁl gedefinieerd 1s op (S), en daar continu is. Maar als

4%

@e(S)) dan is .,gﬁ’_a(s), dus
.l\./l
BF )
s (9) = Fl5R0)
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. -
is gedefinieerd; en als ¢ _—» 0 in (S), dan zal 5§9.~>O in (S),
zodat 1

2
OF Pn
ox, (p) = ‘F(axq) > ©

Gevolg: Iedere distributie-afgeleide van eindige orde van een
reguliere tamme distributie [f(x)] is weer een tamme distributie.

Hiervan geldt ook een omkering:
Stelling 3. Iedere tamme distributie is een distributiec-afgeleide
van eindige orde van een reguliere tamme distributie.

Het bewljs van deze stelling laten we achterwege. Er zi]
op gewezen dat de situatie hier fraaier is dan bij willekeurige
distributies (zoals ook te verwachten was): een willekeurige
distributie is in het algemeen slechts locaal een afgeleide van
zekere orde van een regullere distributie, terwijl een tamme
distributie die eigenschap globaal heeft. Dit levert ons een
nieuwe voorbeeld van een distributie die niet tam is, nl. de

distributie
@9)
S y (n)
n=1 1=
Uit stelling 3 volgt ook dat [eX] geen tamme distributie
X

is: e” 1is geen afgeleide, van hoe hoge orde ook, van een tamme
functie.
Er volgt ook dat er rijen distributies {Fk} z1ljn, zodanig

(S%) voor alle k, en dat lim F,=F in (D) bestaat, zonder

dat F, &
K
( k-»—)-OO

dat F e (S™). Neem nl, maar

P =1 3 %f.] %? L~$J i

We vestigen er de aandacht op dat uit stelling 3 ook volgt
dat ledere tamme distributie van eindige orde is

Opmerkirg. Als Q(x) een polynoom in x is, dan behoort met ¢(x)
steeds ook Q(x) ¢(x) tot (S). Er volgt dat, voor iedere F e (S¥),
ook het product [Q].F tot (S*) behoort. Als £(x) een willekeurige
functie uit ¢°is, dan is de distributie [f(x)].F wel gedefinieerd
(8 15), mau. in het a]gemeen zal [£].F £(57). Neem e.g. F= [1]

£ (x)=e®
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21. Fouriertransformatie van tamme distributies

In § 19 beschouwden we de fouriertransformatie
73
(21.1) ?(x) —— F)(v) = [ o(x)e @™V ax,

Door de operator P wordt (S) lineair in zichzelf afgebeeld;

daarbij geldt nog

(21.2) Q(-271x)2(D) ¢ (x) —L— (D) P(2miy)(Fe)(y).
Nu we in (8) een convergentiebegrip hebben, wordt de volgende
bewering zinvol:

Stelling 1. De afbeelding % : (S) — (S) is continu. D.w.z. als
¢,—~ 0 in (S), dan zal §‘¢n“> 0 in (8).

Bewiljs.
Als ¢ —- 0 in (8), dan zal Q(-2w1x)P(D)® — O uniform

. n
in R7; dus zal

la(-2w1x)2(D) ¢_|| J la(-2m1x)2(D) ¢_(x)fox —0.

17 9
R
Met behulp van (19.5) en (21.2) concluderen we hieruit dat

la() p(2wiy) (Fe )yl -0,

i.e. O(D) P(y)g;rpn gaat uniform naar nul op R", voor iedere

keuze van P en Q. Maar dit betekent precies dat @7@n*+-o in (S).
We gean nu over tot de definitie van fouriertransformatie bi]

distributies. In het voorgaande hebben we steeds een operatie voor

distributies gedefinieerd door deze operatie te '"verschuiven" naar

de toetsfuncties; bijvoorbeeld

F'(p) = -F(e');
(lv]F) (@) = Flw-9);
(t, F)(g) = FT_p ).

Al deze definities waren zo gekozen dat ze aanslulting gaven met
de gewonz gang van zaken ingeval F regulier was,

Tets dergeliljks trachten we nu weer te doen. Beschouw dus
eerst een distributie F=[f] , bepaald door een tot 1.1 penorende
functie f(x). Zij g(y)=(% £)(y) de fouriergetransformeerde van

£(x). Als ¢@e(S), dan geldt
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(21.3) (2, 9) fg (y)ay =f{ff(x)e'27ti<x’Y>dx }gv(y)dy.

Door verwisseling van de integratievoliorde (die is toegestaan
omdat de herhaalde integraal (21.3) absoluut convergeert) volgt

dat

(2, @) = [ 2] fo2M %0 ay Lax = (2,9),
waar y(x j’¢ 2Wl<x’y>dy = (¥ @)(x). Anders gezegd:
(21.4) (Ft£,0) = (£, Fq).

Deze formule willen we ten grondslag leggen aan de defini-
tle van de fouriergetransformeerde van een distributie; m.a.w,
we willen voor distributies F een fouriergetransformeerde & F
definiéren door

(#7)(¢) = F(Fo).

Alleen, voor een willekeurige distributie F is deze formule
niet bruikbaar, Vant als ¢ <(D), dan zal%¢ geen begrensde dra-
ger hebben (tenzij @(x)=0), zodat %o ¢ (D), waardoor F(F¢)
niet gedellnieard is.

Maar daartoe hebben we juist de ruimte (S) ingevoerd:
als ¢e(S), dan ook Fe(S). Als nu F ¢(S*), dan is F(¥ @) ge-
definieerd, voor alle ?6(8). Bovendien is de toevoeging
¢ —+TF(% ¢) lineair en continu: de lineariteit volgt uit

«@+py > F(F(xp+py)) = FlaFe+pfy) =xF(Fo)rpF(Fy),
terwijl de continuiteit een gevolg is van stelling 1: als
¢, 0 in (8), dan 9‘<pn-»o in (8) (stelling 1), dus F(%¥ ¢ )~>0
(omdat F een continue functionaal is op (8)).
et is dus geoorloofd te definié&ren:

Defainitie, Als I een tamme distributie is, dan definiéren we
ecn distrihutiec ¥ T, de fouriergetransformeerde van F, door

(FF)(e) = F(FTe)

voor © al3),
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Voorbeeld 1. o= [1] .
Immers, per definitie is

(F0)(@) = 3(Fp) = [TV %(y)ay = fo(y)ay = (1,8).

Evenzo leiden we onmiddellijk af voor de verschoven & -distribu-

tie, d’a:

(2’].6) c;g*az[e~2mi<8:Y>].

Stelling 2. Als P(X), Q(X) nolynomen zijn, en 6(3“‘), dan geldt:
(21.7) W(P(D)G) = [P(Z—mly)] . C\;;Gj

(21.8)  F([o(-2wix)]- @) = o(D)Fq,
(21.9) ¥v,6 ~[eET™IcAYIT  Gg,

(21.10) F([e*™1¥ 2% " ).0) - 5 _Fe.

Bewi js.
We maken gebruik van het feit dat uit de definitie van
distributie-afgeleide

(06)( y) = (D y) = G(-D )
volgt dat voor willekeurige polynomen P(x) ook
(21.11) (P(D)G)(w) = a(P(-D) ).
Voorts gebruiken we de gelijkheden (19.17) en (19.9) die gelden
voor functies we(S*):

(21.12) F(P(D) w(x)) = P(2miy) . Fy;
(21.13) F(P(-2mix). w(x)) = P(D)¥vw .

Neem willekeurige ¢(y) @ (S). (Als G een distributie is met
Vvariabele x, dan is #G een distributie met variabele y; we
moeten daarom een ¢(y) nemen). Er geldt:

F(2(D)a)(w) = (P(D)G)(F¢) = ¢(P(-D)Fyp) =
G(F (P(2wiy)- @)) = (#a)(P(2wiy). ¢) =
([P(2w1iy)] - FG)(¢).

Daarmee is (21.7) bewezen.

I

il

Il
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Het bewijs van

(
¥([o(-2wix)] -G
G

Il
)

En op dezelfde wijze bewijzen we (21.9) en (21.10), ditmaal ge-
bruilmakend van het feit (dat onmiddellijk gecontroleerd kan
worden) dat de analoga van (21.9) en (21.10) voor functies v e(S)
gelden:

-2Wwi<a,y >

(21.1%) T, w(x) = wix-a) Ly e Ty,
a

(21.15) ee i< aLx> w(x) T Py,

a
Voorbeeld 2. Daar we zagen dat #J =1, volgt nu dat

(21.16) %(P(D)d) =[P(ewiy)] ,

(21.17) F(la(-2wix)]-J) =[«],

waar ok de constante term van het polynoom Q(x) is.

We willen nu de fouriergetransformeerde van de distributie

[1] berekenen., Deze berekening is iets minder eenvoudig dan die
van % &.

Stelling 3. ¥ [1] = J.
Bewijs.

a. We bewijzen eerst: e"'mlX s oyl

Stel eerst n=1. 2ij f(x)=e” "% en g(y)=Ff. De functie f(x)
voldoet aan de d. .fferentiaalvergelijking

fr(x) + 2xx f£(x) = 0.
Op deze vergelijking passen we % toe; dat geeft

2riy.gly) + i.g'(y) = O.

Dus g(y) voldoet aan dezelfde differentiaalvergelijking. Bijge-

volg geldt ey e
g(y) = constante.e WW

Om de waarde van de constante te vinden berekenen we g{(0):
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2
g(0) =fe—“:X dx = 1.
2
Dus g(y) = e~ "V
Ingeval n »1, dan behoeven we slechts op te merken dat

2 2 .
=%, Tl L% 9) 2w i(x, y .. 4%y )
g(v) =“[...v/e 1 N e 1 007 g% ,..dxn=
2

/]
. 2
-TWX, -2 - - i
2 y 2 2 T
- ®Yy =Ty Wy - 2

= e Toe V2 B L L mly| .
b. Als f( F (D2 by
b. 28 x) —g(y), dan f(ax)-wfy(g) g(z) Dltzfassen we toe op

-RX L ye 0
- . o m(®h ] 0 gy
-&]x] % T\ 2 2
e — (g) e = (g)7e

2
Als dit geldt voor de functie e~ ¢lX! dan ook voor de bijbehoren-
de reguliere distributie:

2 0 1712
(21.18) [e-Ele ] wjggg <%)§ [ e € ].

voor £ -— 0
Nu zoeken we de limietenyIn distributionele zin, van linker-

en rechterlid van (21.18). Welnu, als ¥ een willekeurige toets-
functie is, dan geldt:

2 2
lim [e‘f’xl ](cf) = 1im e ¥X17 (y)ax =[l70(x)dx = (1),

£ -0 €—0
dus
(21.19) 1in [em €1%17] 43
€0
2 2
En: n T 2 n T 2
5 | =& 1Vl §f - Zlvl
. D . - £ _
él—nf;o (%) [@ & }((P) = %_lﬂ;o (£)° Je p(y)dy =
= %%EO e~ Tiz] y(z\[g)dz =
2
- so(O)-f TTIEL ax = 9(0) = J(9),
dus N Tre o
i 5 - |v] ~
(21.20) f];_l___rl’l_)o () [e ]-—-o(.

-
Hieruit volgt dat [1] ¥ .
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Opmerking. In dit bewijs gebruiken we de continuiteit van %

als operatie op de distributies uit (S*). We hebben echter alleen
maar bewezen dat Fcontinu is als operatie op (S) (stelling 1).
Als we willen spreken over continuiteit van 97op (S*) dan moeten

we specificeren t.o.v. welk convergentiebegrip in (S*) we dit be-
doelen.

. . *
Nu is in (87), als deelverzameling van (D*), een zwakke en
een sterke convergentie gedefinieerd. In dit verband is echter
een lets gewijzigd convergentiebegrip nuttiger en meer voor de

hand liggend: definieer e.g. zwakke convergentie G,—G in (s™
door de eis

(21.21) G () —a ()

voor iedere (¢ €(3). (Dat is sterker dan de eis voor distributies
op (D); dan behoeft immers (21.21) slechts te gelden voor alle

@ €(D).) In deze zin nu is % continu: als G -G, dan ‘Jf"c}nw-) Fe.
Het bewijs 1s uiterst eenvoudig:

(F6,.) () = 6 (Fo)—G(F ) = (Faly).
Voorbeeld 3. In voorbeeld 1 zagen we dat
-2TMi<a,y>
Fd, = [e ]

Uit het feit dat #[1] = § en uit (21.10) volgt nu onmiddellijk
dat omgekeerd:

(21.22) W[G’Lgnvi <a,x>:}=é

g
Daaruit volgt onmiddellijk dat (voor n=1):
(21.23) g?[sin 27Fax] = —Li(éa—é_a)s
(21.24) ﬁ}?[cos ETEax] = '%(éa“f“a)'
Op (S) hebben we behalve %
y(x)-4.[e

ook gedefinieerd de operatie e
(%) _____ﬂ)fe+7'c1<x,y> (x)ax.

—TKi<X,y> LF(X)dX
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Ook deze kunnen we defini&ren voor distributies op (S); en wel
stellen we weer, voor G e (S*):

(21.25) (F3)(¢) = G(Fo).

S_Eellingj L., % peeldt (%) 1-1-duidig op zichzelf af, en heeft
F tot inverse afbeelding.
Bewijs.

Als ¢2(S), en als v =% ¢, dan geldt, voor willekeurige
n
aeR":

5 (¢) =F[ETL 29> (o)
[ezwica,%]@;@ =f627c i<

Dus =%y .
Als nu G ¢(S¥), dan is

FFG)(g) = (FG)(Fq)

¢ (2)

1l
il

®

V7w (y)dy = (Fy)(a).

G(FFe) = ().

Dus ¥ %G = G.

Opmerking. Uit het bewijs wvolgt, dat % de functieruimte (3)
1-1-duidig op zichzelf afbeeldt, met % als inverse afbeelding. \

Voorbeeld 4. We willen nog een aantal fouriergetransformeerden

van distributies uitrekenen. Daarbij beperken we ons tot distri-
buties van één variabele.

Laten we beginnen met CJ"X—Ilc Voor ¢ e (S) is
-270 ixy_e+27c ixy

(9] -+ 00
(73 ) (p) = x(F o) DIV - ay=

-2 +2 % 1
0 m2WIXY_ x ixy

dx.

il
~
_6

Vay
]
o
o
S

X

Nu 1is
w eTS ixy_e+2 T 1Ny

o . .
dx = -21i f R iwx dx =

!

0
© .
= ~-21 sign yf §-l—%-——bl du
0
) . ] C s
= -21 sign y- 5 = -wil sign y.

Daarbij is sign y de functie die +1 is voor v >0 en -1 voor y<O.
We vinden dus dat
+00

(Wx_q)(cp) = -mi [ sign y ¢(v)dy,

-0



ofwel dat
(21.26) @ x = -wi[sign y] .
Op dezelfde wijze volgt dat
Fx - +wi [sign y .
Nu gaan we stelling 4 toepassen: x~ =9""§?X'4’ dus
DL ¥ [sign y7 .
Anders gezegd,
(21.27) ¥ [sign y] = - ,,i—cx"/‘.

Nu geldt echter dat
[sign y] = 2U0-1,
waar U =[ a(y)]. Er volgt dus dat

F (2u-1) = - L x77,
-5 - Ax7,
en zo vinden we
(21.28) Fu- -4 x g

Dit is in overeenstemming met de relatie (21.7) uit stelling 2:
[1]=%0=6U" =[2wix] FU = [x]. x ewilx) S,
dear [x]- x1 - [1] en [x]- 9= 0.

We merken tenslotte op dat we op grond van stelling 2 en
stelling % ook de fouriergetransformeerde van alle polynomen

kennen:

(21.29) % [P(-2wix)] = P(D) ¢ .
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22, De Stelling van Parseval

We beschouwen nu de functieruimten LP (p21). Het is zonder
meer duidelijk dat steeds (S)e LP. Anderzijds geldt ook ~en dat
is in dit verband belangrijker - dat een fe LP altijd een dis-
tributie [f]e.(s*) definieert. Want als fe LP en ¢ ¢ (S), dan
geldt (ongelijkheid van HSlder):

(22.1)  [(£, @)= |frx) ex)ax |« flet0) gCaxs e ol

< 00,
p=1
p

De bevoeging ¢ —»(f, ¢) definieert dus een - kennelijk lineaire -
functionaal. En deze functionaal is continu (dus een distribu-
tie uit (8¥)), want als ¢, —+0 in (8), dan geldt zeker dat

/‘

beal o = § [To,00]%ex} — o,

voor iedere q ¥ 1, zodat (vgl. (22.1))

[, e )b e el - lenll por —o
P

Slordig gezegd hebben we dat
(22.2) (8) ¢ P e (8.

We hebben de volgende hulpstelling nodig.

. 2 .
Hulpstelling. Iedere f‘el? is de limiet, in L~, van een rij ¢
uit (S).
Bewijs.

Zij fn(x)=f(x) voor |x|sn en fn(x)=0 voor | x} >n. Dan geldt

[E {‘thn;uxn%x}’*/? — o,

dwz. fnwenf in LQ,
Zij vervolgens f(a) (x) een willekeurig vaak differentieer-

bare functie met de eigenschappen: p . (x)=0 als |x|» a, en

‘[ p( )(x)dx=4. Geheel als in de bewijzen van lemma 1 en stelling
a o
1 van 10 volgt dan eenvoudig dat iedere functie fn* f(a) een
willekeurig vaak differentieerbare functie met begrensde drager
i t voor a —» 0.
is. Evenzo volgt, dat fn*'ﬁ(a) uniform tot fn nadert v
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Dan geldt zeker fn* P(a)**fn in Lg, en er volgt dat I een li-
miet is, in L™, van een rij toetsfuncties uit (D). A fortiori
is £ limiet van een rij functies uit (8).

We gebruiken nu de distributie-theorie om een eenvoudig be-
wijs te geven van de volgende stelling.

Stelling van Plancherel-Parseval. Zij f G.Lg. Dan is er een
gel® zodat ¥ L£]= [e].

Bovendien geldt dat |gf, = [|£] o

Bewijs.

Stel eerst dat f een functie ¢e(8) is. Zij yw(y)=Pe .
Dan behoort y tot (S), dus zeker w e 12 ; natuurlijk geldt
%l ] = [w]. Ve behoeven dus nog maar aan te tonen dat
vyl o=l ¢llo- En inderdaad, dasr ¢ =%y geldt

lel = S l(p(x))gdxz fg(x) {,‘,’E};')dxz fv(x)dxfm)e'z“’i‘x’y’dyx

= I\F&)dy f(p(x)e—gmi< *a ¥z dY=fV’(Y) m)dy = Wig-

Neem nu het algemene geval: f is een willekeurige functie

uit L2, Volgens de hulpstelling is er een rij ¢ in (S) die in

L2 tot f nadert. Dan geldt zeker ook

[e,] — [f] in (%)

aangezien, voor willekeurige w(x) ¢ (),

il

(£, w)-Co vl =] (200 o () yiax e he- g dalvia=o.

3

Er volgt dat, als v = %@,
[vpl=%I[T]-

. 2 : - .
Aangezien {(pn} convergeert in L, gsldt dat || ¢ <,aml12-—>o,
omdat we onze stelling van functies uit L~ al bewezenghebben,
volgt dat ||v _-v |, 0. Hieruit volgt weer (omdat L° volledig
n m i iori geldt
is) dat w_ in L2 tot een functie g nadert. A fortiori g
n

dat in (8%)

Ly ]—~[e].
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Dan moet 6f[f]: [g] Tenslotte geldt

lell = mn Byl = lin eyl = Dol

waarmee het bewijs is voltooid.

%merking,en 1. De voorgaande stelling geldt natuurlijk voor
¥ . Derhalve zijn ¥ en & beide 1-1-duidige afbeeldingen van L°
op zichzelf, die de Lg—norm invariant laten:zogenaamde unitaire
operatoren op L2° Er volgt heel eenvoudig dat vocrf,g e L~ ook

(22.3) (f.g) = (¥1, Fa).
Hierbij is, voor feL°, % £ de functie in L° zodanig dat
(22.4) gle]=[%r].

De formule (22.3) kan, in plaats van (21.4), als uitgangspunt
gebruikt worden voor de definitie van fouriertransformatie van
distributies:

(22.5) F(g) = (FF)(¥ ¢).

Het is dan mogelijk voor iedere distributie FE (D*) een fourier-
getransformeerde % F te defini&ren. Deze is dan echter een nieuw
soort distributie, nl. een continue lineaire functionaal, niet
op (D), maar op de functieruimte van alle fouriergetransformeer-
den van functies uit (D). Dit is de methode die gevolgd wordt
in het boek van Gelfand en Shilov.

Opmerking 2. 1In de klassieke theorie wordt de fouriergetrans-
formeerde % f van een functie f6L2 gedefinieerd als de limiet
in Lg, voor N —o00, van de functies

(22.6) g (y) = f P(x)e BT LR > gy,
N lxlz N

Het is eenvoudig in te zien dat deze definitie overeenstemt met
die in (22.4): als weer fN(x)zf(x) voor |x|s W en fN(x)=O
1
voor |x|=>0N, dan is f el , en gN=97fN.
Dus ook [g. J= % [f,].
N N )
Daar fl - £ in L2, en, a fortiori, [fN]-* [f] in (S"),geldt

.
eyl = F [oy]—=%le] .



_90._

Als dus By in L2

[g]=%[c].

convergeert naar een functie g, dan is

2%. Fouriertransformatie en convolutie.

We hebben gezien dat vermenigvuldiging bij distributies niet
altijd mogelijk is. Als f(x) een oneindig vaak differentieerbare
functie is, dan kunnen we een willekeurige distributie F met {t]
vermenigvuldigen door te stellen

(23.1) ([£].F) (o) =F(f. 9).

Immers, als ¢ e(D) dan ook f.¢&(D), zodat F(f. ¢) is gedefini-
eerd. Is f(x) echter een willekeurige functie, dan valt er niet
veel te zeggen.

Bij distributies uit (S%) is de situatie nog iets onpretti-
ger. Immers, we zagen reeds in § 20 dat als @e(S) en f wille-
keurig vaak differentieerbaar is,de functie f(x)-¢(x) niet tot
(S) behoeft te behoren, zodat [f].F niet altijd een tamme dis-
tributie behoeft te zijn. Neem e.g. F=[1] en £(x)=e" .

We moeten dus aan f(x) zekere verdere beperkingen opleggen.
Daartoe defini&ren we een geschikte verzameling van functies
waarmee we iedere tamme distributie mogen vermenigvuldigen. Deze
functies zouden we multiplicatoren kunnen noemen.

Definitie. Zij (OM) de verzameling van alle functies f(x),
waarvan alle afgeleiden bestaan en tam zijn.

@
Anders gezegd, f(x)‘a(OM) dan en slechts dan als feC™ en
als er voor ieder polynoom P een polynoom G bestaat zodanig dat

voor alle X

(23.2) | (D) £(x)]¢ }Q(x)},

Dan kunnen we P(D)f(x) schrijven in de vorm
(23.3) P(D) £(x) = Q(x)-g(x)

waarbij de functie g(x) begrensd en willekeurig vaak diffiren~
tieerbaar is. Zelfs kunnen we Q(x) zo kiezen dab g(x)e L .
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Als f(x) e(OM) dan is f(x) in ieder geval een tamme functie, die
dus een distributie [f] e (S*) definieert.

2
Een yoorbeeld van een functie uit (OM) is e-miixl . Dit voor-

beeld toont dat het polynoom O essentieel van de orde van diffe-
rentiatie, dus van het polynoom P, kan afhangen.
Uit de definitie volgt onmiddellijk:

Stellingl1. Als ¢ ¢ (S) en f‘e(OM), dan is f.¢ ¢(S). En, als
¢,—>0 in (S), dan ook f. ¢,~>0 in (3).

Gevolg: Als Feé(S™ en £ ¢ (0,) dan [r].F ¢ (s™).

We kennen in (D) nog een tweede operatie die niet altijd mogelijk
is: de convolutie. De enige gevallen waarin we zonder meer zeker
zijn van het bestaan van ' # G zijn de volgende:

(1) F of G heeft een begrensde drager;
(2) de dragers van F en G zijn naar dezelfde kant begrensd.

De enige distributies waarvan we zeker zijn dat we ze kunnen
vouwen met alle Fe (D®) zijn dus de distributies met begrensde
drager.
In (8¥%) is ditmaal de situatie juist gunstiger. Indien

F,G & (S%) en aan één der voorwaarden (1), (2) is voldaan, dan
kan men gemakkelijk nagaan dat F«G €(S¥*). Maar F«G kan in meer
gevallen gedefinieerd worden, en i.h.b. zijn er distributies

G+ (S¥) die zich laten vouwen met iedere Fe(S¥) zonder een be-

grensde drager te hebben.

i78 lxl2]°

Voorbeeld 1. G = He
%12

zij g(x) = il , en zij @(x) e (8). Dan behoort ook

gxe tot (S):
wijx- {2 ‘Ki}xlg -2ni¢eX,y > WilY‘g (y)dy=
g =fe TV g(y)ay = e je e ely
ni}xlg '
= e Fy

2 > s
waar V’(y)=émi2y] - @(y). Aangezien % de ruimte (S) in zichzelf
afbeeldt, behoort %y , en daarmee g#¢, Lot (8)-
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Dus is voor willekeurige F < (S¥), F(g« ¢) gedefinieerd.
Maar

il

F(g* )

; 2
F(femlyi ¢ (x-y)dy)
- F(fe“ily! ¢ (x+y)dy)

TelOy Co(ey))) = (FG) ().

Dus FxG is gedefinieerd, voor alle F e (S). (Eigenlijk is hier-
mee F+G alleen nog maar gedefinieerd als lineaire functionaal
op (8), we moeten nl. nog bewijzen dat FxG ook continu is op
(S). Dit volgt uit het feit dat met ¢, -+ 0 in (8) ook gv ¢, 0
in (8), hetgeen men eenvoudig na kan gaan.)

In bovenstaand voorbeeld bleek het mogelijk FxG te defini-
eren, voor aile Fe S%), doordat G« ¢ (vgl.(17.12)) tot (S) be-
hoorde, voor alle (pe(S)° Distributies met deze laatste eigen-
schap verdienen dus onze bijzondere aandacht.

Definitie 7Zi] (Og) de verzameling van alle distributies G e (S%)
met de volgende twee eigenschappen:

(1) Als @ e(S), dan ook G e(S);
(2) Als ¢,~0 in (s), dan Gx¢ —>0 in (8).

Stelling 2. Als G z(O;) en F e (8%, dan bestaat FxG, en

FeG € (S¥).

Bewijs. Met w(x) behoort natuurlijk e y(x)=w(-x) tot
(S). Daaruit volgt dat met G ook &G tot (Oéﬁ behoort. Maar er
geldt algemeen

(23.4) (F+G) (¢) = F(& G*¢)

en dus is FxG gedefinieerd, voor alle Fe (S%).

Natuurlijk is F«G een lineaire functionaal op (8). Boven-
dien is F#G continu op (S): als ¢,~+0 in (s), dan volgt uit
(2) in de definitie van (0j) dat ook ¢G# ¢ —>0 in (S), zodat

(FxG) (o )= F(6Gs ¢ )0 in (s).

De distributies uit (OC) zou men convolutoren kunnen noe-
men.
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Opmerking 1. 1In de definitie van (Og) is de voorwaarde (2)
overbodig. lien kan nl. zelfs aantonen: als G ¢ (D*) de eigen-

schap heeft, dat G « ¢e(3) voor iedere ¢ e (D), dan behoort

G tot (og).

Opmerking 2. Een belangrijk criterium voor het behoren tot
(Og) wordt gegeven door de volgende stelling (die wij hier
zullen bewijzen):

Stelling 3: Dan en slechts dan behoort een distributie G tot

(Og) indien [Q(x)]. G een begrensde distributie is, voor iedere
keuze van het polynoom Q(x).

Het in deze stelling gebruikte begrip begrensde distributie
is alsvolgt gedefinieerd:

Definitie. Een distributie heet begrensd als hij een eindige som
is van distributieafgeleiden (van eindige orde) van begrensde
continue functies.

Van groot belang is de volgende stelling.

Stelling 4. Als £e(0y), dan F=F[r]e (og). Bovendien geldt,
voor G & (S™)

(23.5) [r]-G & FxFG.
Bewijs:
a) Zij ¢ e(S). Dan is
(23.6) Fatp = Fy
met
(23.7) v=">-%¢.
Immers

Frg =F ¢(x-y)= (P [r]), (¢ (x-y))= [r], Felx-v)) =
={f3z (e~27°i<x’z>§’;ga)=fe—2m i<x,z>f(z)(g?)(z)dzx
= T
met ¥ als in (23.6)
b) Hieruit volgt onmiddellijk dat Fe(og). Want v &(38),dus
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Fx @ = #Fwe(S); en als ¢ ,~0 in (8), dan ook ynzf-g;wn-ro
in (S), dus F # (‘,on=5f’w;/n~—>~o in (S).

¢) Evenals in a) bewijst men voor de gespiegelde van F

o

(23.8) I @ = @HVJ
waarbij ditmaal
(23.9) v ="7 %¢.

Hierbij merke men op dat
T = F[r] = F[r)
Volgens (23.4) is
(FxFG) (¢ )= FGloTx @) FG(F y)=6(F F v)=6(y ),
waarbij we gebruik maakten van (23.8), mety als in (23.9). Dus

(Fx%G)(@)=G(£-Fo)=([T]6)(Pe)=F([£]-G)(¢).

Daarmee is de stelling volledig bewezen.

Opmerking. Een analoge stelling geldt voor de geco:jugeerde
fouriertransformatie @ .

Een omkering van het eerste deel van stelling U4 geeft

Stelling 5 Als Fe (OC“}, dan is er een fe(OM) zodat F F= [f].

Deze stelling kan eenvoudig bewezen worden met behulp van stel-
ling 3. Het bewijs laten we echter achterwege, mede omdat we
stellinz 3 ook niet bewezen hebben.

In verbanc met de omkeerstelling (§ 21 stelling 4) volgt,
dat ¥ en % de verzameling van alle [f], f ¢ (0y), 1-1-duidig
afbeelden op (OS}; omgekeerd beelden zij (Og) 1-1-duidig af op
de verzameling der distributies [f], T Q(OM), -

Zij mu Fe (og), G e(s*). zij [f]=F F ; dan is F= @ [£].

W

Volgens het analoog voor % van stelling L is
F([£] Fa)=F[r]+9%G = FaC .

Dus geldt dat _
F(PeG) =FF([£]-Fa)= [£]%GC.

Daarmee hebben we een omkering van het tweede deel van stelling
L bewezen:
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Stelling 6. Als F 6(05) en G ¢(S%), dan geldt

-
(2%3.10) FeG Py GFr.Goao.

. 2
Opmerking. In voorbeeld 1 bewezen we dat [e iw |x| le *)
Dit kunnen we nB vliotter aantonen: het is onmiddellle duldella-

ker dat e’ 7w | x| ¢ (0 Dan

M)
. 2 . . 12
g (IR () ]

en daar ?[f] e (O "y voor fe (O ), volgt dat [e mJyl ]e(o*).
Dan ook de toegevoegd complexe dlstrlbutle [em7 yl ] e(O*“)
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" 19
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o4
"o46

regel 12
regel O
regel A

VeO.:
VDo
VoO.:
regel 12
regel 12 v.Db.
regel
regel 12
1 47
1" 66

regel 2
regel 13
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regel 16
regel 17

regel 14
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regel
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1 75
it 80
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V.b.:

Vo0s3

regel
regel
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regel 10 v.o0.:

regel 6 v.o.:

v.b.:
Veb.:

regel 10
regel 11
regel 11

V.O.:

VDo
v.b.:
V.0,3
v.b.:

V.0,
v.b.:
V.D.:
V.Dos

V.0,

regel 11 v.b.:

ipv.
ipv.
ipv.
ipv.
ipv.
ipv.
ipv.
ipv.
ipv.

ipv.
ipv.

ipv.

ipv.
ipv.
ipv.
ipv.

ipv.

ipv.
ipv.
ipv.
ipv.
ipv.
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o0 00 1
- f p(x)dx lees: - J'<p(x)dx
0 o
(¢ (e)- ¢(0) lees: (¢ (&)- ¢(0))
e(e)+ @(-¢) lees: (&)~ @(-¢)
f(x) lees: fJ(X)
d.W.Z. lees: bijvoorbeeld
$(0)=0 lees: ¢(x)=x.y(x), we(D)
@n(x) e (D) lees: wh(xj ¢ (D)
[(x—ay)kv lees: [(x—ay)kV}
die lees: waarvan alle afgelei-
den
?ék>*¢-¢<k) lees: | x|" ¢n(k)~» |x )™ ¢<K)
k lees: k, en voor iedere
exponent m
uniform in lees: uniform op elk be-
grensd interval
—2Wx4f lees: —27cix1f
28 lees: 28
°81 %Y1 1
L lees: L
f,,.&f lees: coen
R R J Rn‘f
(D) lees: (8)
voeg toe (21.5)
(s™ lees: (S) '
e-2xixye+2mixy e—2w1xy_e+2m1xy
e lees:
X
2U-1 lees: 2U-[1]
A () lees: u(y)
2U-1 lees: 2U-[1]
[eﬁxk<a,x> ) lees: [Qenica,x>]



